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黄 劲 松 ，1962 年 生 于 黄河 之 畔 的 泉城 济南 。 
1980 年 由 山东 省 实验 中 学 芳和 人 北京 大 学 数学 系 ， 
1984 年 获 数学 学 士 学 位 。 翌 年 ， 获 王 安 奖学金 赴 
麻 省 理工 学 院 (MIT) 数 学 系 ，1989 年 获 数学 哲学 
博士 学 位 。 他 先后 在 普林斯顿 高 等 研究 院 (IAS) 与 
犹他 大 学 (University of Utah) 任职 ， 从 事 研 
究 与 教学 工作 ， 现 为 香港 科技 大 学 终身 教授 ， 其 
研究 领域 为 李 群 的 表示 论 与 非 交 换 调和 分 析 。 
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科学 技术 是 第 一 生产 力 . 经 济 发 展 必须 有 科学 技术 的 支 
持 . 特 别 是 进入 21 世 纪 后 ,科技 的 进步 更 将 成 为 经 济 发 展 的 主要 
动力 ,其 中 基础 性 的 创新 研究 ,将 使 经 济 出 现 飞 跃 式 的 进展 ,这 
已 为 过 去 的 历史 所 证 明 ,并 已 成 为 全 世界 有 识 之 士 的 共识 .对 
我 国 来 说 ,科技 兴国 ,已 是 当务之急 ,这 些 也 已 成 为 全 国有 识 之 
EMER. 

数学 作为 一 门 基础 学 科 , 向 来 被 认为 是 基础 的 基础 . 数学 
主要 研究 数量 关系 与 空间 形式 ,也 通过 数量 关系 与 空间 形式 而 
渗透 到 种 种 各 别 的 科学 领域 ,一 门 科 学 的 成 热 程度 ,往往 以 应 用 
数学 的 深入 程度 为 一 项 重要 衡量 标志 。 在 进入 21 世 纪 时 ,数学 
如 何 发 挥 它 应 有 的 作用 ,以 支持 并 促进 我 国 科 技 的 进步 与 经 济 
的 发 展 , 乃 是 一 项 重大 的 课题 ， 为 此 ,必须 有 一 批 优秀 的 跨 世 纪 
中 青年 数学 人 才 作 为 主力 ,才能 担负 起 这 一 重大 责任 。 国家 为 
此 已 为 青年 数学 家 创造 了 种 种 良好 的 研究 条 件 和 学 术 环 境 , 设 
立 了 各 种 特殊 的 基金 与 资助 ,还 举办 了 种 种 类 型 则 在 培养 与 选 
拔 拔尖 人 才 的 讲习 班 、 署 期 学 校 与 研究 班 等 

早 在 若干 年 以 前 ,在 国际 著名 数学 家 陈省身 教授 的 倡导 之 
下 ,国家 教委 与 国家 基金 委 曾 在 天 元 基金 的 支持 之 下 , 乘 每 年 署 
期 各 大 专 院 校 休假 之 机 ,举办 数学 上 各 种 专题 的 讲习 班 ; 此 后 又 
升级 并 改名 为 暑期 学 校 . 第 一 次 1995 年 在 湖北 庄 攀 地 区 举行 ， 
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由 武汉 大 学 数学 系 主持 其 事 ,第 二 次 1996 年 改 在 北京 ,由 北大 
数学 系 主持 ,以 后 将 转 往 其 他 地 区 ,由 一 些 著名 的 大 学 数学 系 轮 
REG. 这 些 署 期 学 校 都 主要 由 国内 外 上 草 有 成就 的 中 青年 数学 
家 就 当前 某 些 有 重要 意义 的 活跃 领域 作 系统 介绍 ,使 参加 学 习 
的 来 自 全 国 各 地 的 年 轻 学 子 能 迅速 了 解 这 些 领域 的 情况 ,掌握 
它们 的 方法 技术 ,并 进入 科研 前 沿 . 

湖南 教育 出 版 社 热心 中 国 数学 事业 的 发 展 ,提出 由 该 社 组 
织 编辑 一 套 《 现 代数 学 ) 书 从 ,大 部 分 景 期 学 校 的 讲稿 经 过 适当 
增 改 后 都 将 收入 这 一 书 从 ,第 一 批 包括 三 本 : 

1 . 堵 丁 柱 的 《判定 树 理论 导 引 》，; 

2 . 五 赫 的 《机 械 化 数学 引 论 》; 

3 . 张 贤 科 的 《代数 数论 导 引 少 . 
以 后 还 将 陆续 分 批 出 书 ,已 定 的 有 : 

香港 科技 大 学 黄 劲 松 的 《 李 群 的 表示 论 》。 

其 余 也 在 计划 之 中 ， 

现 试 对 此 次 出 版 的 第 一 批 的 三 本 书 略 作 介绍 : 

《判定 树 理论 导 引 》 一 书 的 作者 堵 丁 柱 教 授 是 我 国 著名 的 青 
年 数学 家 ,他 解决 了 美国 贝尔 电话 公司 关于 电话 布线 有 关 
Steines 树 精 测 长 期 悬而未决 的 问题 ,并 因此 而 被 英国 大 百科 全 
书 列 为 当年 十 大 科技 成 就 之 一 此 书 则 涉及 作者 有 着 重要 成 就 
的 另 一 领域 ;理论 计算 机 科学 中 的 计算 复杂 度 理论 。 所谓 Karp 
猜想 的 提出 者 Karp 是 这 一 理论 的 主要 开创 者 之 一 , 它 引 导 到 迁 
今 还 成 为 悬案 的 所 谓 P 一 NP 问题 . 本 书 作 者 "将 心 比 心 与 设 
身 处 地 ”深入浅出 地 介绍 这 一 猜想 ,并 如 作者 所 希望 的 那样 ,这 
一 狂想 的 解决 可 能 会 出 自 于 阅读 这 本 小 册子 的 青年 学 子 之 手 . 

数学 中 的 公理 化 演绎 体系 几乎 是 尽 人 由 知 的 ,20 世纪 重大 
发 明之 一 的 计算 机 ,使 数学 面临 变革 而 有 进入 一 个 新 时 代 的 可 
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能 , 即 数学 的 机 械 化 ， 计算 机 科学 大 师 Knuth 曾 称 计算 机 科学 
是 一 种 算法 的 科学 . 我 国 某 些 数学 史家 曾 论证 数学 发 展 的 历史 
过 程 中 ,公理 化 的 演绎 倾向 与 机 械 化 的 算法 倾向 往往 互 为 消长 
交替 成 为 当时 数学 的 主流 。 由 于 计算 机 的 出 现 ,为 后 一 倾向 带 
来 了 新 的 生命 力 . 丛书 的 第 二 本 对 于 数学 机 械 化 作 了 较 详细 的 
介绍 ,作者 石 赫 教授 是 中 国 科 学 院 系统 科学 所 的 研究 员 ,多 年 来 
从 事 这 方面 的 研究 ,有 过 不 少 重要 的 贡献 . 例如 书 中 关于 理论 
物理 中 杨振宁 与 Baxter 方程 组 的 解法 , 即 是 石 赫 教 授 自己 的 一 
项 杰作 ,希望 读者 在 阅读 本 书 之 后 ,能 迅速 进入 这 一 方兴未艾 的 
新 颖 领域 ,并 作出 多 方面 的 贡献 . 

数论 , 它 的 研究 对 象 始 于 最 简单 不 过 的 整数 , 却 有 着 最 丰富 
不 过 的 内 涵 . 早 在 十 希腊 时 期 , 欧 几 里 得 的 《几何 原本 一 书 ,就 
有 专 章 通 过 素数 概念 以 及 素数 积 惟一 分 解 与 素数 个 数 无 限 等 定 
理 创 立 了 朴素 而 请 人 的 整数 理论 。 在 中 国 古 代 , 虽 然 整 数 的 性 
质 理论 并 非 主 要 贯 注 所 在 ,也 有 中 国 剩余 定 理 这 种 光辉 篇 章 , 到 
近代 的 几 个 世纪 ,整数 的 理论 往往 吸引 着 许多 伟大 的 数学 家 , 诸 
如 Fermat, Euler, Gauss, Riemann, Jacobi, Dirichlet 等 ,他们 的 贡 
献 使 数论 成 为 数学 中 最 有 魅力 的 一 个 分 支 ,著名 的 难题 如 
Goldbach 问题 ,Fermat 大 问题 ,以 及 Riemann 猜测 等 ,已 成 为 数 
百年 来 许多 大 数学 家 所 璋 精 竭 卡 的 焦点 。 在 本 上 世纪 中 ,由 于 诸 
如 编码 等 实际 上 的 需要 ,使 数论 除了 本 身 理论 的 优美 以 外 ,还 成 
为 解决 实际 问题 的 一 种 重要 手段 . 

在 本 世纪 中 ,由 于 数学 中 代数 、 拓 扑 、 分 析 等 多 方面 的 发 展 
对 数论 引进 了 诸多 新 的 手段 ,经 过 数 代 人 的 努力 ,终于 使 Fer- 
mat 大 问题 得 到 完全 解决 ,至 于 在 我 国 , 则 通过 华罗庚 六 两 稚 
等 诸 前 辈 的 倡导 ,出现 了 一 批 优秀 的 数论 专家 ,以 陈景润 等 为 代 
表 , 在 Goldbach 问题 上 作出 了 卓越 的 贡献 ,为 国外 所 推崇 ,《 代 
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数 数论 导 引 ) 一 书 的 作者 张 贤 科 是 清华 大 学 的 教授 ,长 期 从 事 代 
数 数论 的 研究 ,作出 过 不 少 重 要 的 贡献 、 此 书 从 现代 数学 的 角 
度 介绍 了 代数 数论 的 基本 内 容 和 类 域 论 等 很 重要 的 现代 理论 . 
国内 有 志 于 数论 的 青年 学 子 , 尽 可 通过 此 书 发 愤 学 习 而 成 才 , 迅 
速 进入 数论 这 一 领域 ,并 在 21 世 纪 中 与 国外 学 者 争 奇 斗 胜 。 

我 们 希望 书 从 中 以 后 出 版 的 著作 ,能 对 国内 的 青年 学 者 ,起 
到 同样 的 作用 . 


吴 文俊 
1998 Æ 1 H 22 H 
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本 书 是 在 南开 举办 的 全 国 数学 署 期 学 校 英文 讲稿 的 基础 上 
删 简 整理 而 成 在 南开 大 学 开设 “ 李 群 的 表示 论 ” 课 程 的 目的 是 
向 在 读 的 研究 生 介 绍 李 群 、 李 代数 及 其 表示 论 的 基础 知识 和 一 
些 最 新 的 研究 课题 。 

当 人 类 迈 向 21 世纪 之 际 , 数 学 在 当今 社会 的 作用 日 益 受 到 
重视 .数学 处 于 所 有 科学 的 核心 ,因为 所 有 的 科学 分 支 都 需要 
数学 来 阐明 其 真理 . 在 数学 之 中 群 的 对 称 性 又 是 被 视 为 灵魂 的 
部 分 ,表示 论 是 用 线性 代数 来 研究 群 对 称 的 基本 工具 。 群 对 称 
遍及 数学 的 各 个 分 支 :几何 、 分 析 和 代数 . 表示 论 在 当今 数学 和 
理论 物理 的 发 展 上 起 了 十 分 重要 的 作用 .本 世纪 著名 的 数学 家 
I.Gerfand 曾经 说 过 :“ 所 有 的 数学 都 可 视 作 某 种 表示 理论 . ” 

A. Einstein 曾经 说 过 :“ 所 有 科学 理论 应 该 尽量 地 简化 , 直 
到 不 能 再 简化 为 止 . ”这 一 点 对 数学 理论 来 说 尤其 重要 ， 因 此， 
在 编写 本 书 时 我 们 只 假定 读者 具备 完整 的 线性 代数 知识 和 一 些 
基本 的 抽象 代数 知识 . 为 了 使 读者 容易 理解 ,我 们 大 致 把 本 书 
分 为 四 个 部 分 : 工 . ARS. FRR. KEAN. ERS 
群 .每 一 部 分 又 分 为 三 章 ,第 1 章 介 绍 结构 理论 ,第 2 章 介绍 基 
本 的 表示 理论 ,第 3 章 介绍 比较 专门 化 的 理论 或 应 用 . 


本 书 前 三 部 分 所 包括 的 都 是 表示 论 中 比较 基础 的 理论 . 这 
些 理论 可 视 为 线性 代数 的 延 拓 与 应 用 ,这 部 分 内 容 在 数学 和 物 
理 的 许多 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 . 本 书 着 重 于 介绍 表示 论 的 基 
本 思想 ,而 不 是 给 出 最 完备 的 证 明 . 完备 的 证 明 可 以 在 书 中 列 
出 的 参考 文献 中 找到 . 第 一 部 分 只 涉及 有 限 群 ,并 不 需要 李 群 
的 知识 。 第 二 部 分 是 关于 复 单 李 群 的 结构 与 表示 理论 ,第 三 部 
分 概括 了 紧 李 群 的 表示 与 一 些 应 用 ,这 部 分 的 最 后 一 章 包 括 了 
将 典型 群 表示 的 Weyl 构造 推广 至 非典 型 群 ,这 一 项 工作 是 新 
的 研究 成 果 . 第 四 部 分 包含 了 非 紧 李 群 的 无 限 维 表示 的 一 些 基 
本 理论 。 这 部 分 内 容 在 表示 论 中 一 般 被 视 为 是 比较 高 深 的 . 我 
们 采用 最 典型 的 例子 SL(2, 了 到) 的 表示 作为 介绍 ， 我们 还 包括 
了 竹 零 伴随 轨道 和 极 小 表示 的 理论 。 在 南开 暑期 学 校 我 们 还 介 


绍 了 一 般 实 线性 群 GL (nn, 也 ) 和 它 的 通用 覆盖 群 GL(n, 肛 ) 的 
不 可 约 酉 表示 的 完全 分 类 以 及 它们 西 表示 特征 之 间 的 关系 .在 
我 看 来 ,这 是 表示 论 中 十 分 精彩 的 部 分 。 但 是 这 部 分 内 容 并 没 
有 写 进 本 书 , 原 因 是 使 这 本 表示 论 的 入 门 书 不 致 过 长 。 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 以 下 三 篇 文献 [V2],[H1] 和 [AH]. 在 本 书 的 最 
后 一 章 , 我 们 介绍 了 轨道 方法 、 极 小 表示 和 对 偶 对 的 对 应 ,这 些 
理论 在 表示 论 中 是 举足轻重 的 . 

D. Hilbert 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 曾 断 言 :“ 一 个 数学 
理论 如 果 不 能 向 你 在 大 街 上 碰 到 的 第 一 个 人 解释 清楚 ,那么 这 
个 理论 将 会 被 认为 是 不 完备 的 . ”如 此 看 来 ,表示 论 还 处 在 不 完 
备 而 且 是 正 莲 壹 发展 的 阶段 , 它 将 吸引 许多 年 轻 的 数学 家 在 这 
个 领域 内 进行 广泛 地 研究 。 可 以 预言 ,21 世纪 将 是 表示 论 继续 
芍 勃 发 展 的 时 代 ， 

最 后 ,我 希望 能 借 此 机 会 向 南开 大 学 和 南开 数学 研究 所 的 
数学 家 尤其 是 修 自 新 、 周 兴 伟 和 梁 科 三 位 教授 的 款待 表示 衷心 
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的 感谢 ,同时 我 也 想 对 湖南 教育 出 版 社 的 郑 绍 辉 先生 与 孟 实 华 
女士 的 帮助 表示 由 应 的 谢意 。 


黄 劲 松 

1999 年 12 月 于 
香港 九龙 清水 湾 
香港 科技 大 学 
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第 一 章 ”有 限 群 


§1.1 群 的 概念 


一 个 群 是 在 一 个 集合 G 上 定义 了 一 种 代数 运算 ( 称 为 乘 
法 ) 使 得 G 中 任意 二 个 元 素 gi 和 go 对 应 于 G 中 另 一 个 元 素 
g182。， 这 种 运算 需要 满足 下 列 条 件 ; 

ORAH: (2182) 83= gi(g8283),Y 81,82,83EG; 

(让 存 在 单位 元 ;:G 中 含有 一 个 元 素 e, 使 得 对 所 有 的 元 素 
gEG 都 有 ge=eg=g; 

(ii) 存 在 逆 元 素 :对 G 中 任意 一 个 元 素 g ,存在 一 个 元 素 
g 使 得 gg 1=g !g=e. 

注 1) 单位 元 素 是 惟一 的 .假设 还 存在 一 个 单位 元 素 e 
EG, RARE 

e = ee =e. 

2) 给 定 一 个 元 素 gE€ G, 那 么 g 的 逆 元 素 也 是 惟一 的 . 假 

B r My 同 为 g 的 逆 元 素 ,那么 就 有 
a=xe=2x(gy)=(ag)y=ey=y . 

Ol 1) 所 有 整数 组 成 的 集合 名, 所 有 有 理 数 组 成 的 集合 Q@， 

所 有 实数 组 成 的 集合 了 肥 以 及 所 有 复数 组 成 的 集合 C 在 通常 加 法 
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的 运算 下 都 是 群 . 

2) 所 有 非 零 的 有 理 数组 成 的 集合 Q@” ,所 有 非 零 的 实数 组 
成 的 集合 IR” 以 及 所 有 非 零 的 复数 组 成 的 集合 C” 在 通常 定义 的 . 
乘法 的 运算 下 都 是 群 . 

3) 假设 V 是 定义 在 域 上 的 线性 空间 (本 书 中 我 们 只 用 
到 实 的 或 复 的 线性 空间 ), 那 么 V 上 所 有 可 道 的 线性 变换 GL 
(V) 组 成 一 个 群 . 这 里 涉及 的 代数 运算 就 是 线性 变换 的 合成 . 
如 果 我 们 选 定 V 上 的 一 组 基 vi ,v2,…, vn BRA GL(V) 可 以 
等 同 与 所 有 可 逆 的 n Xn EGL, P). 

一 个 群 被 称 为 是 交换 群 ,如 果 G 中 任意 二 个 元 素 gi,g2 都 
满足 8182= 8281 . 

例 1) Z,Q,)R,C 都 是 交换 群 . 

2) Q* IR” ,C* 都 是 交换 群 . 

3) GL(n DREE n =1 时 才 是 交换 群 . 

一 个 群 G 中 的 子 集 互 被 称 为 子 群 ,如 果 互 在 G 中 定义 的 
运算 下 组 成 一 个 群 ， 

例 1) 如 果 ”是 一 个 整数 ,那么 多 中 子 集 

n= {nk|kE 2 
组 成 2 的 一 个 子 群 . 

2) 所 有 行列 式 为 1 的 矩阵 SL (nF) GL (n,E) 的 一 个 
FTE. 

给 定 一 个 群 G . 我们 在 这 里 给 出 一 类 抽象 子 群 的 定义 ， 
这 是 由 G 中 某 一 个 元 素 xz 生成 的 循环 群 。 由 xz 生成 的 循环 群 
H EBr 的 所 有 和 客 组 成 的 集合 ,也 就 是 

H= 二 ee 。 
这 里 xz 的 n KET 是 指 x 自 乘 2 次 (假定 n>0). x "是 指 
x {BR nK. 百 是 G 中 包含 z 的 极 小 子 群 . 
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3) 四 元 数 群 H 是 由 下 列 8 个 矩阵 组 成 
H={+l, +4, +, hk}. 
H Æ GL(2,C) 的 一 个 子 群 。 这 里 四 元 数 群 定义 如 下 : 


1 0 i 0 0 1 0 2 
1l el ls abe ‘|: 
用 和 矩阵 的 乘法 不 难得 出 
f=P=kK=-I, if=—-ft=kk, 
jik= -Kkj=i, ki= -fik=j, 
显然 ,I 是 H 中 的 单位 元 素 . 


§1.2 群 在 集合 上 的 作用 


在 数学 史上 变换 群 的 概念 早 于 一 般 的 群 的 概念 。 人 们 正 是 
在 对 变换 群 认识 与 了 解 的 基础 上 提出 了 更 一 般 的 抽象 的 群 的 概 
念 . 在 数学 与 物理 的 许多 领域 中 群 往往 也 是 以 变换 群 的 面目 出 
现 的 . 

一 个 定义 在 集合 X 上 的 变换 是 一 个 X 到 X 自身 的 一 对 一 
映射 ,也 就 是 说 存在 一 个 映射 f X->X ,满足 六 of b= 
广 1 of= e MBH. 如 果 fA g 都 是 X 到 自身 的 映射 ,我 们 
就 用 f og 表示 这 两 个 映射 的 复合 . 

一 个 变换 群 G 是 由 在 某 个 集合 X 上 的 一 些 变换 组 成 的 集 
A. 它 必须 满足 G 中 含有 恒 等 映 射 e, G 含有 每 一 元 集 的 逆 映 
射 ,而 且 G 中 任意 二 个 映射 的 复合 也 都 是 G 中 的 元 素 ， 在 这 些 
条 件 下 ,不 难看 出 变换 群 是 一 个 我 们 在 $1.1 中 定义 的 群 。 我 们 
把 由 X 上 所 有 变换 组 成 的 群 称 作 X 上 的 对 称 群 , 记 作 Sym X. 
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特别 地 ,如 果 X SA 个 元 素 zlyzz，… Ly ,我 们 把 SymX 记 作 
S, ,并 称 其 为 n 个 元 素 的 对 称 群 . 

如 果 o:G,>G, 是 由 群 G1 AR G 的 一 一 对 应 而 且 满 足 
对 G 中 任意 二 个 元 素 21,82 都 有 p(g182) = p(g1) 9 (82), 那 
么 我 们 称 o AG, BG, 的 一 个 同 构 ,并 称 Gi 5G, AM. 

定理 (Cayley) 任 意 一 个 群 同 构 于 某 一 个 变换 群 . 

证 明 我们 设法 构造 一 个 群 G 到 在 集合 G 上 定义 的 变换 
群 的 同 构 。 Ae G 中 一 个 元 素 g ,我 们 定义 一 个 映射 

Tz:G~G, x be gx. 
我 们 先 证 明 由 所 有 T, 组 成 的 集合 Te 是 一 个 变换 群 ， RNA 
下 列 关系 式 ，: 
Te:z rer=z; 

TyTg-1: Pg(g tx)=7x, To Taie beg (gr)=x; 

T,T,:2 Pa(br)=(ab)zr, Taiz Pr(ab)z. 
WEA: T, 是 恒 等 映射 , Te 中 任何 一 个 映射 都 有 道 ,而 且 任 
何 二 个 映射 的 复合 也 在 Te 中 .根据 定义 , Tc 是 一 个 变换 群 ， 
我 们 再 来 证 明 以 下 定义 的 映射 

p:G— Teo, g PT, 

是 G 到 Te 的 一 个 同 构 。 显然 我 们 有 9 是 一 个 满 射 . 如 果 T, 
=T,,BAa=T,(e)=Ti(e)=b. RER p 也 是 一 个 单 
射 。 因为 我 们 有 TaT = Ts, 所 以 p(ab)=ela)olb). 由 此 
得 到 p 是 一 个 群 同 构 ， 

一 个 由 群 G, 到 群 G 的 同 态 定义 为 一 个 映射 

g:Gy—>G, 

满足 以 下 条 件 : 

对 G1 中 任意 二 个 元 素 g1,g2 都 有 

pl(g182)= plg1) 9(8g82). 


我 们 称 一 个 从 群 G 到 变换 群 SymX 的 同 态 工 为 G 在 集合 
X 上 的 作用 .确切 地 说 ,对 任意 G 中 的 一 个 元 素 g,T(g) 都 是 
X 上 的 一 个 变换 .我们 通常 将 T(g)z 简 记 为 gx . GER 
合 X 上 的 作用 也 可 理解 为 对 G 中 任意 一 个 元 素 和 X 中 任意 一 
个 元 素 ,我 们 指定 X 中 一 个 元 素 g.z ,并 满足 以 下 条 件 : 

(i) e-x=23 

(ii) (g182)°x=g1'(g2°7). 

例 我 们 有 以 下 群 G 在 自身 上 作用 的 三 个 实例 : 

1) g°x=g7; 

2) gex=ag'; 

3) g'xz= grg l. 
在 以 上 三 个 等 式 中 ,左边 指 群 G 的 作用 ,右边 是 G 中 的 乘法 运 
算 . 以 上 三 种 G 的 作用 分 别称 为 左 正则 作用 、 右 正则 作用 和 伴 
随 作用 .请 注意 gz= zg 并 不 能 定义 一 个 群 G EG 上 的 作 
用 ,除非 G 是 交换 群 . 

我 们 称 群 G 在 二 个 集合 X 和 XX 的 作用 是 等 价 的 ,如 果 存 
在 一 个 XX 到 XX 的 一 一 对 应 ,使 得 由 ze 过 可 以 得 到 gze>g' 
x. 

| 左 正则 作用 和 右 正则 作用 是 等 价 的 . UFRS ro 

x :给 定 所 需要 的 一 一 对 应 . 


§1.3 有 限 群 


如 果 一 个 群 G 只 含有 有 限 个 元 素 , 那 么 我 们 就 称 G 为 有 
限 群 ，G 中 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 , 记 为 1G|.， 作为 Cayley 定 
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理 的 一 个 特例 ,我们 有 以 下 命题 : 
命题 “任何 一 个 有 限 群 都 同 构 于 某 个 对 称 群 S, 的 子 群 . 
给 定 一 个 群 G 在 一 个 集合 X 上 的 作用 . 对 zEX 我 们 称 
O,=lg'z|gEG} 
为 由 x 生成 的 轨道 ， 如 果 我 们 把 G EX 上 的 作用 限制 在 一 个 
子 群 互 上 ,那么 我 们 自然 地 得 到 一 个 互 在 X 上 的 作用 . 特别 
地 ,我 们 可 以 考虑 子 群 HERG 上 的 左 正 则 作用 . 由 这 种 作 
用 生成 的 互 一 轨道 称 为 HHA. 也 就 是 说 ,五 的 右 陪 集 
Elhe hE H REKREA, RECREA He. 同样 我 们 可 以 
考虑 右 正 则 作用 ,由 此 所 得 到 的 轨道 是 HAAR, gH. 
BG 是 许多 左 陪 集 的 不 相交 的 并 集 , 这 些 不 相交 的 并 集 的 个 数 
被 称 作 HEG PARR ALG: H)]. 假定 G 是 有 限 群 ， 
那么 
IG|=|HI[G:H}. 
特别 地 , | 互 | 可 以 整除 |G1|.， 
群 G 的 一 个 子 群 旦 称 为 正规 子 群 ,如 果 对 任意 gsE C， 
都 有 
gHg IC ， 
我 们 称 群 G 为 单 群 ,如 果 只 有 |e| 和 G 是 它 的 正规 子 群 . 
例 1) 在 交换 群 中 ,只 有 阶 数 为 素数 的 循环 群 是 单 群 . 
2) 当 n25 时 ,由 所 有 偶 置 换 生成 的 S, KTA, 是 一 个 
Be. ( 若 读 者 从 未 见 到 过 A 的 定义 ,可 参阅 $3.1) 
有 限 单 群 可 以 看 作 是 构成 所 有 有 限 群 的 生成 单位 .任意 一 
个 有 限 群 都 是 由 某 些 单 群 扩张 生成 . 
如 果 N 是 G 的 正规 子 群 ,那么 它 的 一 个 左 陪 集 gN 也 是 一 
个 右 陪 集 Ng ,在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 定义 左 陪 集 的 乘法 . 
这 个 乘法 的 定义 是 与 G 的 左 陪 集 分 解 和 谐 对 应 的 .也 就 是 说 
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如 果 gt 和 gr 在 同一 陪 集中 , gz 和 gz 在 同一 陪 集中 ,那么 
6182 和 eye. 也 在 同一 陪 集中 .在 这 个 定义 下 ， 
(giN)(g2N)= (gig2)N, 
所 有 左 陪 集 组 成 一 个 群 , 我 们 称 之 为 商 群 , 记 为 GAN . 我 们 称 
下 列 由 G 到 其 商 群 的 映射 
©:G—~G/N,g rgeN 
为 自然 同 态 . 

例 1) 交换 群 的 子 群 都 是 正规 子 群 。 特 别 地 , n2 Æ K 
正规 子 群 . 由 此 所 到 的 商 群 2Lna 急 是 阶 数 为 n 的 循环 群 . 

2) 特殊 线性 群 SL (na 18) — RATER GL (x IR) IER 
FH. RAE GL (x ,R/SL (7,12) A FIR”. 

同 态 定理 Ko 是 从 G 到 G 的 同 态 映 射 .映射 的 核 Kerp 
={g€Glol(g)=-e | 是 G 的 正规 子 群 . 映射 的 像 Img = {x€ 
G | 存在 gE€G 使 得 z= ple) ECHTE. 我 们 有 以 下 
群 同 构 

G/Kerg=Im¢ . 
WEAR 假设 x © Kero, BA 
o(grg”')=9( 2) 0( 2) 9(g7') 
= 9(g)e'e(g"') 
=9(g)e(g') 
=ole)=e. 
所 以 我 们 得 到 Kero 是 G 的 正规 子 群 . 假设 x =p(z),y = 
2(y), 那 么 ,zy = 二 p(xz)g(y)= p(xy)， 因此 Ime 中 任意 二 
个 元 素 的 乘积 仍然 在 Ime t. 同时 我 们 还 有 e = pg(e),9 
(2) '= g(x !) 都 在 Ime 中 . 由 此 得 出 ,Imo BG 中 子 群 , 现 
在 定义 
o:GKerg,>Img, gKerg olg). 


这 个 映射 是 一 一 对 应 ,并且 满 足 p(gigz)=9p(gl)9(g2)。 所 
以 ,9 是 群 同 构 . 


注 1) 所 有 的 群 同 态 p 都 可 化 为 自然 同 态 和 一 个 群 同 构 


的 复合 ,也 就 是 p: GKerg = Ime 5 9’: G>GKero 的 
复合 . 


2) 我 们 在 这 里 指出 同 态 定理 对 无 限 群 和 有 限 群 都 成 立 . 


第 二 章 ”有 限 群 的 表示 


§2.1 群 的 表示 


设 G 为 有 限 群 . 群 G 在 一 个 复线 性 空间 Y 上 的 表示 x 是 

一 个 群 同 态 ， 
x:G~GL(V). 

HG 的 表示 x 也 常常 称 为 G 一 模 (或 G 模 ). 群 G 的 二 个 
表示 n:G>GL(V)A z :G>GL( V ) 称 为 是 等 价 的 ,如 果 存 
在 一 个 线性 空间 的 同 构 工 : V->V ,使 得 

r (g)T(v)= T(x(g)v) 
对 所 有 的 gE€G 和 wEV BR. 

一 个 G 的 表示 (x,V) 称 为 是 不 可 约 的 ,如 果 V 没有 非 平 
凡 的 G 不 变 子 空间 . 下 面 的 Schur 引 理 在 表示 论 常常 用 到 . 

Schur 引 理 ”假设 r:G>GL(V)5 z :G>GL(V ) 为 群 
G 的 二 个 不 可 约 表示 . 如 果 存 在 一 个 线性 变换 T: V->V 满足 

r (g)T(v)= T(x(g)v), YgEG,vEV, 
那么 荆 一 定 为 零 映 射 或 者 为 线性 空间 同 构 . 
再 者 ,车 有 V=V ,那么 了 一定 是 一 个 数 乘 线性 变换 . 
证 阴 因为 KerT 与 ImT 都 是 G 不 变 子 空间 ,所 以 只 有 两 
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种 可 能 :其 一 是 Ker 工 = V, 也 就 是 T 为 零 映 射 ;其 二 是 KerT = 
0, 也 就 是 T 为 单一 的 线性 变换 ,同时 ImT 和 0, 由 于 有 不 可 约 
性 , 必 有 ImT = ,由 此 得 到 T 又 是 满 射 ,又 单 又 满 的 工 必 为 
线性 空间 的 同 构 

为 了 证 明 引 理 的 第 二 部 分 ,我 们 考虑 以 下 从 V 到 自身 的 线性 
变换 T= T-ALL. KEH A ET EE. 显然 我 们 有 

n (T (vo) =T (r(g)v), VgEG,vEV, 
因为 KerT' 头 0, 所 以 TARA RBA. 我 们 利用 已 经 证 明了 
的 引 理 的 第 一 部 分 得 到 ,TT =0, 也 就 是 THA. 

HG 的 表示 (x，V) 称 为 酉 表示 ,如 果 V 上 存在 一 个 G 不 
变 的 正定 Hermitian 形式 ,也 就 是 说 V 上 有 一 个 正定 Hermitian 
形式 《, EMER gEG MER u, vE V, A 

(xn(g)u,r(g)v)= (u,v). 

定理 设 (x,V) 是 有 限 群 G 的 一 个 表示 ,那么 V 上 一 定 
存在 一 个 G 不 变 的 正定 Hermitian 形式 .也 就 是 说 V — E E 
一 个 本 表示 . 

证 明 ”作为 一 个 线性 空间 ,V 上 一 定 可 以 定义 一 个 正定 的 
Hermitian 形式 !,| .我 们 将 利用 这 个 Hermitian 形式 得 到 一 个 
G 不 变 的 Hermitian 形式 . 现在 我 们 定义 : 

(u,v) = lr(e)u,r(g)o) . 


gEG 


新 定义 的 形式 (, 仍然 是 正定 的 Hermitian W. 我们 必须 证 明 
这 个 形式 是 G 不 变 的 , 设 go 为 G 中 任意 一 个 元 素 ， 
(x(go)u,x(go)v) 
= H {r(g)x(go)u,a(g)a(go)vl - 


gEG 


因为 右 乘 一 个 固定 元 素 go 是 G 到 自身 的 一 一 映射 ,所 以 当 8 
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遍历 G 中 所 有 元 素 的 同时 也 有 ggo 遍历 G 中 所 有 元 素 . 我 们 
可 以 用 g 取代 ego, 也 就 是 让 g 遍历 G 中 所 有 元 素 , 由 此 
得 到 ， 


(x(go)u,r(go)v) = ia > fxg) e(go)u,x(e) (go) v} 
gEG 


= 《u,v). 
这 就 证 明了 Hermitian 型 (,) 的 G 不 变性 ,所 以 V 是 一 个 西 
RIR. 

Blr, V5, VA G 的 两 个 表示 . 我 们 定义 其 直 和 
VOV AG 的 又 一 表示 ,对 v€E V,v E€ V,G 的 作用 可 以 
写 为 : 

glutv)=xnlg)ut ar (g)v. 

命题 设 (x,V) 为 G 的 一 个 西 表示 . 如 果 W 是 一 个 G 
不 变 子 空间 ,那么 其 正 交 补 Wo 也 是 一 个 G 不 变 子 空间 ,并 且 
V WLR WwW 55W 两 个 子 表示 的 直 和 . 

证 明 VOW. WANES WE W AER EG, 
都 有 

(v,w)=(n(g)v,2(g)w)=(v,wy=0. 
也 就 是 c(g)ulal(g)W. HA r 为 西 表示 ,对 任意 gEG ,都 
A rle)W=W. Ale r(g)v LW, ERE W E G 不 变 子 
空间 . 由 线性 代数 的 知识 我 们 知道 有 以 下 线性 空间 的 分 解 
V= WOW. 

推论 任意 一 个 有 限 群 G 的 酉 表示 都 是 不 可 约 表示 的 

AA. 
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§2.2 表示 的 特征 


群 G 的 表示 (r, V) 的 特征 是 一 个 映射 X:G>C, EKA 
X(g)=trace n(g). 
如 果 国 定 V 的 一 组 基 , 假 设 x(g) 的 特征 根 是 A1，,… ,7, ,那么 
X(g)=A1t .+A,. 
请 注意 这 个 定义 与 基 的 选取 无 关 . 因为 换 了 一 组 基 ,x(g) 的 特 
征 根 保持 不 变 . 
例 设 蝇 = { 土 1, 土 i, 圭 j, 土 区 | 为 $1.1 中 定义 四 元 数 群 . 
这 是 由 8 个 2x2 和 矩阵 组 成 的 群 . 达到 GL(2,C) 中 的 嵌入 给 出 
一 个 互 的 自然 表示 ,这 是 一 个 二 维 的 表示 ,其 特征 为 


1 0 
x¥€+1D = + trace i{= + trace 0 | 


+2, 
i 0 
XC +8) = + trace f= E traceo | =0, 
1 


0 1 
XC +4) = + trace j= + trace| 1 s |=0, 


0i 
XC EI) = + trace = + trace| | -0 
1 


设 (r,V) 为 G 的 表示 ,我 们 定义 其 对 偶 表 示 (x”,V*) 如 
下 ;V* 是 线性 空间 V 的 对 偶 空 间 ,G 在 V" 上 的 作用 由 下 列 公 
式 给 出 : 
(vAx*(g)v*)=(r(g 1!)v,v"). 
WR, VMC, VOA G 的 二 个 表示 ,那么 他 们 的 张 量 积 
12 


VOV 也 可 定义 为 G HRA. GEVOV 上 的 作用 由 下 列 公 
式 给 出 : 
glv )=x(g) vO (g)v. 

命题 设 Xv 为 群 G 表示 的 特征 。 那么 

(i) Xv(e) 等 于 V 的 维 数 ; 

(ii) Xv(g)=Xv(heh !),Yg,hEG; 

Gii) xv" (g) = xv(g") = Xv(g), YgEG; 

(iv) 设 XV 为 G 的 另 一 表示 (xm ) 的 特征 ,那么 vv’ 的 
特征 为 Xv + xv; 

(v) VOV 的 特征 为 xv XV. 

证 明 我们 不 妨 固定 Y 的 一 组 基 并 把 x(g) 对 应 为 在 这 组 
EF AR. 因为 xv(e) =tracel = dimV ,所 以 我 们 得 到 公式 
G). 因为 x (hgh i)=x(h)rxr(g)rx(h) ,所 以 tracer 
(hgh !')=tracex(h)x(g)r(h) 1=tracexr(g), 这 就 证 明了 公 
ACi). 因为 x"(g) 对 应 的 和 矩 阵 是 x(g) 对 应 矩阵 的 转 置 的 道 
和 矩阵 ,所 以 其 特征 值 等 于 x(g “1!) 的 特征 值 ， 由 于 x(g 1) = 
nlg) ,所 以 如 果 x (Co) REA Ay, An BBA r(g !) 的 
特征 值 为 A1 hia, 1. Ak, 

Xv(g Satta, T =A t td, Xv(g). 
在 这 里 我 们 用 到 了 G 是 有 限 群 的 条 件 . 因为 G 为 有 限 群 ,所 
以 G 中 任意 元 素 g 都 为 有 限 阶 ,也 就 是 存在 某 个 正 整数 m ,使 
得 g”=e . 由 此 得 到 x(g)”= 了 单位 矩阵 ,所 以 4"*=1 .这 
也 就 证 明了 |2;| =1, 因 此 AlS ,这 就 完成 了 公式 (十) 的 证 
HR. 为 了 证 明 公 式 (iv) 和 (v) ,我 们 固定 V 的 一 组 基 , 设 x(g) 
的 特征 值 为 yi,… ,ys. 因此 (x 中 x )(g) 的 特征 值 为 1,…， 
Anotar oHm (ra) Cg) ARE Ay; i=l, e,n, j=l, 
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…,m). 所 以 我 们 得 到 
AVOV (g)= à tet An t py tet wy = XVl) + Xv (g); 


xvov(e)= X Vagy = (t +A + po) 
=1 


=} j= 


= Xv(g)Xv(g) . 这 就 完成 了 命题 的 证 明 . 

一 个 定义 在 G 的 复数 值 函 数 g:G 一 C 被 称 为 类 函数 ,如 果 
p EG HE-THPA LARA HA. KBRT YER 
定义 在 共 轰 类 的 函数 ,我 们 从 上 面 命题 中 公式 (ii) 得 出 ,表示 
的 特征 都 是 类 函数 . 我 们 同时 在 G 上 所 有 复数 值 函 数 的 空间 
上 定义 一 个 Hermitian AB: 


(XX) = wa > x(g)x (g). 
gEG 
这 个 内 积 在 表示 论 的 特征 理论 中 十 分 重要 . 


§2.3 不 可 约 表 示 


我 们 现在 来 讨论 有 限 群 表示 特征 理论 中 最 重要 的 定理 , 这 
个 定理 不 仅 在 其 数学 内 涵 上 十 分 优雅 ,而 且 是 一 个 作为 有 限 群 
不 可 约 表示 完全 分 类 的 有 力 工具 . 

定理 设 群 G 的 阶 为 N MR rmo E G 的 所 有 不 
可 约 表示 ,我 们 用 X1,X2,… 来 代表 他 们 的 特征 ,那么 

(i) 所 有 的 不 可 约 表示 的 特征 {Xi| 组 成 它 所 生成 的 线性 空 
间 的 一 组 标准 正 交 基 . EL (XI) = S. 

(it) 所 有 不 可 约 表示 的 特征 是 类 函数 的 一 组 标准 正 交 基 . 
由 此 得 到 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 GORR HTE. 
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Gii) Rd, 为 不 可 约 表示 n: 的 维 数 . 设 > 为 所 有 不 可 约 表 
示 的 个 数 ， 那么 
di+dad22+…+ad2=N， 
HE 其实 每 个 不 可 约 表示 的 维 数 4d; 都 可 整除 G 的 阶 NN . 
我 们 不 在 这 里 给 出 这 条 性 质 的 证 明 。 读者 可 以 在 [J ] 的 第 二 卷 
中 找到 证 明 . 在 我 们 证 明定 理 之 前 , 先 给 出 几 个 推论 . 
推论 1 G 的 任何 一 个 表示 (x ,wv) 由 其 特征 完全 确定 . 利 
用 $2.1 中 的 推论 ,我 们 先 将 V 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 
V= ni Vn VD On, Vr, 
那么 不 可 约 表 示 Vi 在 V 中 出 现 的 次 数 n; = XX. 
证 明 V 的 特征 等 于 义 = tite + eX, .这 个 推论 可 以 
用 定理 的 性 质 (i) 推 出 . 
推论 2 一 个 G 的 表示 (x,V) 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 它 的 
特征 X 满足 以 下 条 件 :(X,X)=1.， 
证 明 任何 一 个 表示 都 是 不 可 约 表 示 的 直 和 . 设 V= 
nV Da, V, BA X= nixi1+…+n,x, 。 由 此 得 到 
CX,X)=n ttn 
《X,X)=1 当 且 仅 当 某 个 n; 为 1 其 他 nn; 为 0, 亦 邑 当 且 仅 当 V 
不 可 约 ， 
我 们 在 本 节 其 余部 分 给 出 上 面 定 理 的 证 明 . 
定理 中 性 质 (i) 的 证 明 ”我 们 先 来 证 明 不 可 约 表示 的 特征 
WE.) = c 对 于 G 的 任何 一 个 表示 (x,V), 我 们 把 
zle) VEA gV. 定义 
ee Se € End(V) 


gEG 
为 线性 空间 V 上 的 一 个 自 同 态 . 那么 ,yp BG FEN, BRE 
说 ,对 任意 xEG 都 有 
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TO 二 DZ 。 
这 个 关系 式 很 容易 由 Dg = >)zgz-1 得 到 . 因为 p EG SE 
gEG gEG 
的 ,所 以 p 的 核 与 像 都 是 V 的 子 表示 . 
我 们 现在 来 证 明 p 实际 上 是 从 V 到 其 G 不 变 子 空间 VS 
上 的 投影 . 设 V= p(w), 那 么 对 任意 hEG， 


AV = a hgw = TE ew= oW) = V. 
gEG gEG 
以 上 等 式 的 得 出 是 因为 当 g 遍历 G 中 所 有 元 素 时 , g' = hg ti 
历 G 中 所 有 元 素 .如 果 ve VG ,那么 p(V) = Hi Dev =V. 
ge 


由 此 得 出 Vc 包含 在 9 的 像 中 ,而 且 pg 。g = pg .这 就 证 明了 p 
是 V 到 VC 的 投影 映射 . 因此 ， 


dimV® = traceg = H Da taceg = Taal xg) 。 
gEG gEG 


(2.3a) 
设 V,W 为 G 的 二 个 表示 . 我 们 注意 到 Hom V, W)'P G 
不 变 元 素 为 ; 
Hom( V, W)? = {G 等 变 的 由 V 到 W 的 线性 变换 | . 
这 个 空间 通常 记 作 HomG(V,,W). MRVSWAAG 的 不 
可 约 表示 ,那么 利用 Schar 引 理 ,我 们 得 出 
iit) =| VE 
作为 G 的 表示 空间 ,Hom(V,W) 宇 V* 的 W . 利用 $2.2 中 
命题 中 性 质 (iiy 和 (v) 我 们 得 到 
XHm( V, W)=xv(g) Xw(g). 
我 们 再 利用 上 面 所 得 到 的 公式 (2.3a ) ,得 出 


1 — _ (1, mR WV, 
IG Xv la) xw (g) i wæv. 
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这 就 证 明了 不 可 约 表 示 特 征 的 正 交 关系 . 
在 我 们 给 出 定理 的 性 质 (ii 与 (证 ) 的 证 明之 前 ,我 们 先 引进 
G 的 正则 表示 的 概念 . 设 V 为 由 一 组 基 { wx|x€ GI 生成 的 线 
性 空间 . 定义 G 在 V 上 的 作用 为 
g ast 一 Diare . 
也 就 是 说 G 在 V 上 的 作用 是 对 基 向 量 作 置换 . 这 是 G 的 一 个 
表示 , 称 为 正则 表示 . 我 们 也 可 以 用 另外 一 种 方式 定义 正则 表 
示 , 也 就 是 G 在 所 有 定义 在 G 的 复数 值 函 数 上 的 作用 , Bae 
AG 上 的 一 个 复数 值 函 数 ,那么 G 的 作用 为 
(ga)(x)=a(g r). 
请 留意 g 在 变量 x 的 左 乘 要 用 其 逆 元 素 , 只 有 这 样 才 能 得 到 G 
的 一 个 表示 
定理 中 性 质 (ii) 的 证 明 由 于 不 同 的 不 可 约 表示 的 特征 是 
互相 正 交 的 ,所 以 它们 是 线性 无 关 的 . 若 要 证 明 它 们 组 成 类 函 
数 空间 的 一 组 基 ， 我 们 还 需 证 明 他 们 生成 整个 空间 . 假设 有 某 
一 类 函数 a 满足 对 任意 一 个 不 可 约 表 示 V 的 特征 x 都 有 (a， 
X) =0, 我 们 必须 证 明 a WO. 
我 们 考虑 V 的 自 同 态 
Pa = Dalee: V> V. 
这 一 映射 p, 是 G 等 变 的 . 用 Schar 引 理 ,我 们 得 到 p, UHR 
乘 映 射 41 .进一步 我 们 得 到 


1 
A= Jany trace Pa ) 


= dmy Date) ave) 


= 161 av Ce) 


=0. 
HE, p 是 零 映射 . 也 就 是 >,a(g)g 在 任何 一 个 表示 空间 的 
EG 


作用 为 零 , 因 为 所 有 表示 都 是 不 可 约 表示 的 直 和 。 特别 地 ,mm 
在 正则 表示 为 零 . 因此 p (1) = 0, 也 就 是 


2uale)an = Duele) = =0. 


Kain 组 基 ， 它 是 一 “个 由 线性 无 关 的 向 量 组 成 的 集合 
以 a(g)=0 对 任意 的 g 都 成 立 . 这 就 证 明了 a HERR, ni 
完成 了 性 质 (ii) 的 证 明 . 

定理 中 性 质 (iii) 的 证 明 设 G 的 正则 表示 尺 分 解 为 以 下 
不 可 约 表示 的 直 和 

ni Vi@n2V20--On,V, . 

注意 到 我 们 有 
0, 如 果 gHe, 


XRC) = 11 .如果 g=e 


因此 ， 


n, = (ey te) = TET tele), IG] =dimV; . 
所 以 正则 表示 R 的 维 数 可 以 写作 : 


yw dimy = >,(dimV)2 =1G1. 
1=1 :=1 


FSR MMH 


§3.1 对 称 群 S， 


设 X= {x1,… zol 为 含有 n 个 元 素 的 集合 . 我 们 将 XH 
所 有 置换 组 成 的 变换 群 称 为 ”个 元 素 对 称 群 , 记 为 S,，. 对 称 
群 S, 中 每 个 元 素 都 称 为 置换 . 

为 了 简化 记号 ,我 们 把 X SRX=f1,2,--,n}. Hoek 
S, 中 的 一 个 置换 ,而 且 6(1) =i,,0(2) =in,°, a(n) =i,, 2 
和 我 们 用 | "ERREI o= |! a "|: 

ty izt in iy ig t in 

例 设 o€ 5S; 为 下 列 置换 

Ky 一 2372 TI L3 XL. 


1 2 3 
AP a daja Y = 
那么 我 们 就 记 为 G 3 中 


群 S, 的 阶 为 的 阶乘 al = n(n -1)…2.1 ,这 可 以 由 以 
1 eee 

下 推论 得 出 . it a= || ° . ”| 为 s, 中 任意 一 个 置换 
1 “2 n 

我 们 可 以 让 i 从 11,2,…, zj 中 取 任 何 一 个 元 素 ， 一 旦 iy 
确定 ,为 避免 重复 ,我 们 必须 让 i 在 剩 下 的 n -1 个 元 素 中 
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取 值 ， 以 此 类 推 ,我 们 得 到 用 以 代表 置换 的 这 种 符号 
上 ~ 共有! 个 .也 就 是 说 |S,|= nt. 
设 站 ,去 为 X 中 太 个 不 同 正 整数 .我们 用 下 列 符 号 
(ii 六 ) 来 代表 这 样 一 个 置换 o, 
o(i,) =i2,0(i2) = 13,777, Ci) = ils 
并 且 o 保持 其 他 元 素 不 变 . 这 样 的 置换 称 为 有 - 循环， 如 果 o 
是 上 只 涉 及 二 个 元 素 的 2 一 循环 ,我 们 称 之 为 对 换 . 
定理 ”S, 中 任意 一 个 置换 都 可 分 解 为 不 相交 的 循环 的 乘 
积 . 
证 明 设 c HS, 中 一 个 置换 .我 们 令 HAH 生成 的 循 
环 子 群 ,也 就 是 
H= |i EZ]. 
我 们 考虑 如 在 集合 X= 11,2,…,n| 上 的 作用 .这 个 作用 所 得 
到 任何 一 个 含有 个 元 素 的 轨道 形成 一 个 一 循环 
(isali) PG) ,0 1(7)). 
因为 X 可 以 分 解 为 不 相交 轨道 的 并 集 , 所 以 o 是 不 相交 循环 的 
乘积 . 
我 们 把 正 整数 n 写作 一 组 正 整数 的 和 n= nyt tn, 的 
DELK n WR. 
Hi S, PALS AAT MSF n 的 不 同 划 分 的 个 数 . 
WEAR Bo =(ij,i2,7 i) WS, 中 的 一 个 上 一 循环 , 设 r 
AS, 中 任何 一 个 置换 . 那么 ror 1 也 是 一 个 有 一 循环 ， 
ror '=(r(iy),tCiz2) ty TC))- 
所 以 ,S, AU — PEPER h E A UA 9 EAB HA RE KS E ER 
的 长 度 所 确定 ,也 就 是 由 n 的 划分 确定 . 
+ OS, 中 任何 一 个 置换 都 可 以 写成 一 些 对 换 的 乘积 . 这 
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是 因为 每 个 置换 都 是 一 些 循 环 的 乘积 ,而 每 一 循环 
(人 (3 
都 是 一 些 对 换 的 乘积 . 
我 们 可 以 证 明 任何 置换 o 或 者 可 以 写成 偶数 个 对 换 的 乘 
积 ,或 者 可 以 写成 奇数 个 对 换 的 乘积 ,二 者 必 居 其 一 . 这 一 点 可 
以 从 o 在 下 列 多 项 式 的 作用 得 出 . RA 为 多 项 式 
A= Wa; a). 
定义 o 在 A 上 的 作用 为 
oA = H Cean T Fels) 
BRA o 或 者 保持 4 不 变 或 者 改变 其 符号 由 和 变 为 -A . 当 
o 是 偶数 个 对 换 之 积 时 ,oA = A ,我 们 称 o WHER. 4o 是 奇 
数 个 对 换 之 积 时 ,oh = - 4, 我 们 称 o 为 奇 置换 。 所 有 的 偶 置 
换 生 成 S, 的 一 个 子 群 A, ,我 们 称 之 为 交错 群 . 
命题 4 nn 之 5 时 ,交错 群 4, 是 单 群 . 
TA ”我 们 只 列 出 证 明 的 步骤 . 证明 可 以 分 为 三 步 ， 第 一 
步 先 证 明 任何 一 个 偶 置 换 都 是 一 些 3 - 循环 的 乘积 . 第 二 步 再 
证 明 在 n 洋 5 时 ,任何 二 个 3 一 循环 都 在 A, PHM. 最 后 证 明 
若 N BA, 的 一 个 不 是 te} 的 正规 子 群 ,那么 N 一 定 含有 一 个 3 
-循环 . 由 此 得 到 N 必 为 A,. 每 一 步 的 具体 证 明 可 以 参阅 
[Lal. 


§3.2 导出 表示 


设 互 为 G 的 一 个 子 群 .G 的 任何 一 个 表示 V 限制 在 H 上 
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就 给 出 了 五 的 一 个 表示 ,我 们 记 之 为 Res$V .我 们 现在 来 描述 
一 种 由 H 的 表示 构造 G 的 表示 的 方法 , 设 V 为 G 的 表示 
WCV 是 一 个 五 不 变 子 空间 ,那么 对 任意 的 g€ G, 以 下 V 的 子 
空间 gw= |g'wiwE Wi 完全 由 g 所 属 的 左 陪 集 gH 确定 ， 
这 是 因为 gh-w=g(hw)=g'w ,因此 ,我 们 可 以 对 任意 一 
+ HEB RoC G/H, EM ow 为 一 个 确定 的 V 的 子 空间 . 
我 们 称 V 为 由 W 导出 的 表示 ,如 果 它 满足 
V= ® oW. 


s€G/H 

我 们 记 导 出 表示 为 V= IndgW . 

命题 ”给 定 一 个 互 的 表示 到 ,那么 导出 表示 V 一 定 存在 
而 且 在 等 价 的 意义 下 是 惟一 的 . 

证 明 ”我 们 选 定 左 陪 集 cE G/H 中 的 一 个 元 素 g, 为 代表 
元 ,单位 元 素 e RAR H 的 代表 元 .我 们 先 来 证 明 导 出 表示 
的 惟一 性 .对 于 V 中 任意 一 个 向 量 v 都 有 以 下 分 解 

v= Dy Bots SH w EW. 


给 定 一 个 元 素 gE€ G ,和 一 个 左 陪 集 cE G/ 晶 ,存在 一 个 元 素 h 
EH 和 一 个 左 陪 集 t€ G/ 日 ,使 得 gg, = g,*h .这 样 就 有 ， 

B° (Bee) = (8° Ba) We = (Beth) ws = ge" (hws). 
所 以 g 在 V 上 的 作用 完全 确定 .由 此 而 知 导出 表示 是 惟一 的 . 
而 且 以 上 计算 揭示 出 我 们 应 该 如 何 从 w 出 发 构造 导出 表示 . 

我 们 对 每 一 个 左 陪 集 cE G/ 互 ,都 指定 一 个 线性 空间 WwW. 

这 个 线性 空间 W OW 是 同 构 的 线性 空间 .如 果 we W 为 一 
向 量 ,我 们 用 gw 表示 在 其 同 构 下 对 应 的 wr 中 的 向 量 . 我 们 定 
义 VV 为 线性 空间 的 直 和 : 

v= Ow. 


s€ G/H 


亦 即 V 中 任意 一 个 向 量 w 都 可 表示 为 vw = 5 gW, ,这 里 的 
s€ G/H 
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ws EW 中 的 向 量 . 给 定 gEG ,我 们 定义 g 对 v 的 作用 为 : 
g: (gow) =g (hw) WR g'g g'h. 
我 们 需要 证 明 以 上 定义 给 出 了 G 在 线性 空间 V 上 的 表示 ,也 
就 是 说 我 们 必须 验证 以 下 等 式 :对 任意 的 g EG, RE 
g (g:(giw0))= (g g) (gwe). 
假定 存在 一 个 左 陪 集 pE G/H Ak EH, (819 gZ gE g'h, 
根据 定义 我 们 有 
g (gt (gw)) =g (gr(hw,)) 
= g,(h’(hw,)) 
= g,(h‘hw,). 
AAC g) g= g '(g'gs)=g (gh) = lg gr)h= gh 
h) ,所 以 根据 定义 ,我们 得 出 
(g g) (gws) = 8p h'hws). 
因此 上 述 等 式 是 正确 的 ,也 就 是 在 这 种 定义 的 G 的 作用 下 ,我 
们 得 到 一 个 表示 .这 就 完成 了 时 出 表示 存在 性 的 证 明 . 
例 1) 我 们 定义 群 G 在 其 左 陪 集 空 间 V 上 的 表示 如 下 : 
V 是 由 一 组 基 |{ 罗 joEG/HI 生 成 .G EV 上 的 作用 定义 为 
E ÈO com = Dy Cage + 
这 个 表示 是 由 子 群 H 的 平凡 表示 诱导 得 到 , 亦 即 
V= Ind$ (1). 
2) G 的 正则 表示 是 其 子 群 H 的 正则 表示 的 导出 表示 . 
我 们 从 上 面 命题 的 证 明 中 可 以 看 到 ,着 V 是 W 的 导出 表 
示 , 那 么 W Eg 的 作用 下 映射 到 Ws .所 以 我 们 为 了 计算 g 的 
作用 对 应 的 迹 ,应 该 找 出 这 样 的 左 陪 集 o ,使 得 go = c ,也 就 是 c 
中 的 元 素 s 满足 ;~!igs EH .因此 导出 表示 的 特征 为 
Xmaw)(g) = 过 Xs tes) (sEa). 
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定理 设 W 为 五 的 表示 ,U 为 G HR. RE HÆG 的 
子 群 .那么 任何 一 个 五 模 同 态 ( 也 就 H 等 交 的 同 态 ) 


p: W—>ResU 都 可 以 扩张 为 一 个 G BAS p: IndW>U . 
也 就 是 说 ， 
Homp( W ,ResU)=Homg(IndW, U). 


证 明 设 V=IndW= Q W 为 导出 表示 .我 们 定义 p 在 
每 一 个 子 空间 W 为 下 面 映 射 的 复合 : 
we sw sy Su . 

这 与 左 陪 集 o 的 代表 元 g, 的 选取 无 关 , 因 为 o ZH RA. 
作为 上 述 定理 的 推论 ,我 们 得 到 Frobenius 互 反 性 定理 . 
推论 ”我 们 有 以 下 公式 

(XW , XResU ) y= (Xindw,XU)G . 

这 个 等 式 左边 为 H 模 的 特征 内 积 ,右边 为 G 模 的 特征 内 积 . 
证 明 ”因为 内 积 的 线性 关系 ,我 们 只 需 证 明 上 述 公 式 对 不 

可 约 表示 成 立 .现在 设 WAH 的 不 可 约 表示 , U AG 的 不 可 

约 表 示 .等 式 左 边 是 不 可 约 表示 W 在 表示 ResU 中 出 现 的 次 

数 , 它 等 于 dim Homp(W ,ResU) .等 式 右边 是 不 可 约 表 示 U 

在 表示 IndW 中 出 现 的 次 数 , 它 等 于 dim Homc(IndW,U). 上 

面 的 定理 保证 两 者 是 相等 的 。 


对 称 群 S, 的 互 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 S, 的 共 斩 
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类 的 个 数 ,也 就 是 n 的 不 同 划 分 的 个 数 ， 

对 于 n 的 每 一 个 划分 A = (Ag Ap), EI AS A, 而 
且 A1+ 二 家 二, 我们 都 使 之 对 应 一 个 图 形 . 这 个 图 形 从 上 至 
下 共有 到 行 ,第 ; 行 有 Xi 个 方 格 ,每 一 行 最 左边 的 方 格 排 为 一 
列 ,这样 的 图 形 称 为 Young 图 .所 以 ”的 划分 与 有 ?2 个 方 格 的 
Young 图 一 一 对 应 . 

例 (4,3,3,1) 是 一 个 11 的 划分 . 它 所 对 应 的 Young 图 为 


-q 


给 定 n 的 一 个 划分 RATE MAR y 如 下 :py 所 对 
应 的 Young 图 是 由 互 换 A 所 对 应 的 Young 图 的 行 与 列 而 成 ,也 
就 是 关于 45" 对 角 线 作 镜 面 反 射 而 成 . 

例 设 1=(3,3,2,1), 那 么 4 HARB yw =(4,3,2). 

Young 图 可 以 用 来 定义 S, 正则 表示 上 的 投影 算 子 .利用 
这 些 投 影 算 子 ,我 们 得 出 S, 的 所 有 不 可 约 表示 .给 定 一 个 对 应 
于 一 个 n 的 划分 为 Young 图 ,我 们 在 每 个 方 格 中 填 人 从 1 至 ” 
中 的 一 个 整数 ,由 此 得 到 一 个 图 表 . 如 果 这 样 一 个 图 表 中 的 数字 
满足 从 上 到 下 和 从 左 到 右 都 是 递减 的 ,那么 我 们 称 之 为 Young 
表 . 

例 ”对 应 于 划分 (4,3,3,1) ,一 个 Young 表 的 例子 是 
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对 于 给 定 的 一 个 定义 在 Young 图 A 上 的 Young K, RME 
义 以 下 两 个 S, 的 子 群 : 

Pi=jc6ES,|c 保持 这 个 Young 表 的 每 一 行 | ; 

Q = 1oE€ S,|o 保持 这 个 Young 表 的 每 一 列 } . 
然后 ,在 S, 的 群 代数 5; 中 我 们 选择 两 个 元 素 : 


a= Dat b = >) Sgn(o) 9, . 
JEP, EQ 

这 里 用 到 的 群 代数 CS, 是 指 利用 线性 关系 将 群 S, 的 乘法 扩展 

A) S, 正则 表示 所 作用 的 线性 空间 所 得 到 的 代数 ,也 就 是 定义 

hoh- Nor V Æ S, 的 一 个 表示 ,我 们 可 以 得 到 a, Ald, HEV 


的 n 次 张 量 积 V3" = VG@…@V 上 的 作用 ,这 个 作用 定义 为 S， 


中 的 置换 对 V8" 中 的 向 量 作 相对 应 的 置换 ,也 就 是 说 a Ad, 
对 应 于 End( V3") 的 一 个 映射 ,我 们 可 以 得 出 

Im(a)= S VOS VO: OQSevEse, 
这 里 的 C ERRERA 的 对 称 张 量 积 ,上 面包 含 关 系 是 由 把 
Ve" 的 元 素 的 因子 按 Young 表 的 行 分 组 而 得 到 .我 们 同样 也 可 
以 得 到 

Im(6,) = A“ VQ DALV Ve", 
这 里 的 oe = (nyo, ee FE A SERED. A 是 指 度数 为 yy 的 
交错 张 量 积 ， 
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最 后 我 们 定义 cu = ah ETS, .这 个 cu 称 为 对 应 于 4 的 
Young 对 称 算 子 ,ca 乘 以 某 个 常数 是 CS, PHI HS IR. 在 
CS, 上 右 乘 所 得 到 的 像 是 S, 的 一 个 不 可 约 表 示 W .S, 的 所 
有 不 可 约 表示 都 可 以 由 这 种 方式 得 到 (读者 若 对 这 些 结 论 的 证 
明 有 兴趣 ,可 以 参阅 [FHj 中 定理 4.3 的 证 明 ). 这 样 我 们 就 得 到 
了 一 个 S, MARRS, 的 不 可 约 表示 的 一 一 对 应 .虽然 我 们 
证 明了 有 限 群 G 的 共 钱 类 个 数 等 于 其 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 
个 数 ,但 是 我 们 尚且 无 法 对 一 般 群 G 建立 从 G HAP G 
的 不 可 约 表示 的 一 一 对 应 ， 

$ 我 们 把 Young 对 称 算 子 c 作用 在 VO" 的 像 记 作 
SCV): 

S (V) = Imla : V87—V®"), 
我 们 把 上 映射 V 一 >S;(V) 称 为 Schur 函 子 . 可 以 证 明 对 于 任何 
一 个 线性 空间 ,SC(V) 都 是 GL(V) 的 一 个 不 可 约 表 示 , 而 且 
GL(V) 的 任意 一 个 不 可 约 表示 都 等 价 于 某 个 S;(V). 

对 于 的 一 个 划分 A = (Aq Ag), RER S, 的 一 个 子 
R S = Sy XX Sy, EP FB BR Young 子 群 . 设 V, 为 
导出 表示 Indè (1.) 的 特征 ， 

注 ”对 应 于 划分 A 的 S, 的 不 可 约 表 示 Vi ,其 特征 x 可 以 
由 下 列 公式 算出 ; 

为 = 2, Sane) + c(1) = 1,àz +r(2) -2 +r(E) ~ k). 


以 上 公式 并 没有 在 本 书 其 他 地 方 用 到 .给 出 这 个 公式 的 目的 是 
想 指 出 一 个 不 可 约 表 示 的 特征 往往 可 以 由 一 些 导出 表示 的 整 系 
数 线性 组 合 表 出 ， 
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§3.4 Frobenius 公式 


S, PASSE REAR BY LA ALA TF EJ: 


p= (pipar sAN D kee =n. 
{HBA FE IK TP SE BE HA TR HR EH ma 1 - GE, pro 
个 2- 循 环 直至 un 个 -循环 的 乘积 .当然 这 里 的 mx 可 以 为 
0. XPHMRRNICZSA cu- 
对 于 ”的 一 个 划分 1 HAL An ,A4) 满 是 关系 ASS 
A4 ,我们 定义 
Lp=Ay+k-1,lg=Artkh-2,° =, 
这 样 就 得 到 了 一 个 严格 单调 递减 序列 .我 们 以 zt, ,zs 作为 
变量 ,定义 以 下 多 元 多 项 式 
P(r)= r++ a jln 。 
A(x) = D (ai= z). 
如 果 f(x) = frn a B TETERA, RE 
LECE) a yA flx) P 如 …xt 这 一 项 的 系数 ， 
定理 (Frobenius) S, 的 不 可 约 表 示 V, 的 特征 Xi 在 共 
BOE c, 上 的 值 可 以 由 下 列 公 式 算出 ; 
Rl) = [A(TP(z) Jo ey) 
推论 不 可 约 表示 Vy 的 维 数 


1 
` _ ni 
dim V, = ihe] AS L) . 
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关于 Frobenius 公式 的 证 明 ,读者 可 以 参阅 [FH]. 


§3.5 特征 公式 表 


我 们 现在 描述 计算 S, 不 可 约 表示 特征 表 的 一 种 算法 .这 
个 算法 是 由 G.James [Ja] 得 到 的 . 
我 们 先 以 词典 编译 的 方式 定义 在 所 有 n 的 划分 上 的 一 个 序 : 
我 们 称 和 > 之 wp, 如 果 第 一 个 不 为 零 的 1; 一 WIE. 
REM A = (ay) HP af TF S, BTE SNA S, 中 所 有 
元 素 的 个 数 . 这 个 矩阵 可 以 通过 计算 得 出 . 设 Xx 为 不 可 约 表 示 
V, 的 特征 ,于 为 导出 表示 Ind8 (GD 的 特征 .我 们 定义 矩阵 B= 
(by) ,其 中 by = (a, Paye l Sale ER B Æ b= fie 
阵 ,其 对 角 线 元 素 |S,| .假定 矩阵 C= (cw) 为 S, 不 可 约 表示 的 
特征 表 , 也 就 是 cy FE Xa 在 六 所 对 应 的 共 斩 类 上 的 取 值 .那么 根 
据 Frobenius 互 反 定 理 和 在 特征 上 的 内 积 的 定义 ,我 们 得 出 : 
ety =| Sp | (XRev, XD)s = bay « 
因此 ,我 们 得 出 B= CAT .这 里 AL RRA 的 转 置 .这 样 矩 
阵 C 的 计算 转化 为 矩阵 如 的 计算 ,因为 C=B(ATI) | #—# 
我 们 有 
bab =! Sy 1 1 Sy 1* (Xinh L, Xin 1 


= | Sa le | Sy l CX Re inde LL iL) 
=1S,1 Dxms Ke) i S NS, | 
v à 
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= Mats n-Sns. Snasl 


= X (a!I S, away . 
由 于 对 称 和 矩阵 A 可 以 通过 计算 得 出 ,而 且 B 为 上 三 角 和 矩阵 ,我 
们 可 以 从 B 的 左上 角 开 始 将 B 的 表 值 逐一 解 出 ,由 于 B 的 上 
三 角 性 质 ,每 一 步 计算 只 涉及 B 的 一 个 表 值 ,而 且 B 的 表 值 都 
为 非 负 数 ,这 样 我 们 就 可 以 逐步 得 到 整个 矩阵 B . 
定理 如 果 和 矩阵 A= (ay) ;其 中 Ariy = | Sy N S, | 已 知 , 那 
么 我 们 可 以 找到 一 个 惟一 的 上 三 角形 矩阵 B = (by), E by 
=0 而 且 满 足 
S babu = (alis, lary 。 


进而 S, 不 可 约 表示 的 特征 表 C=B(A7) 可 以 由 此 算出 . 
例 1) 设 2=4.S4 的 特征 表 为 
[4] [3,1} [2] [2,17] [1] 


x [4] 1 1 1 1 1 
x [3,1] -i 0 -1 1 3 
x [22] 0 -1 2 0 2 
x [2, 17) 1 0 -1 -1 3 
x [141 -1 1 1 -1 1 


2) 设 n=5 .对 称 矩 阵 A 为 (我 们 只 列 出 上 三 角 部 分 ) 
[5] [4,1] [3,2] [3.12] {22,1] {£2,13] [£15] 
[5] 24 30 20 20 15 10 
[4,1] 6 0 8 
[3,2] 2 2 
[3,17] 
[2,1] 
[2,13] 
[15] 
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æ O W WwW 
=æ N a A 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


上 三 角 和 矩阵 B 为 
[5] [14,1] [3,2] [3.1] [2,1] [2,13] [15] 


[5] 120 24 12 6 4 2 1 
[4,1] 24 12 12 8 6 4 
[3,2] 12 6 8 6 5 
[3,17] 6 4 6 6 
[27,1] 4 4 5 
[2,13] 2 4 
[15] 1 


对 称 群 S; 的 不 可 约 表示 的 特征 表 为 
[5] [4,1] [3,2] [3,12] [2,1] [2,13] [15] 


X[5] 1 1 1 1 1 1 
x{4,1] -1 0 -1 1 0 2 4 
x[3,2] 0 -1 1 -1 1 1 5 
x(3,17] 1 0 0 0 -2 0 6 
X[22,1] 0 1 -1 -1 1 -1 5 
X[2,13] -1 0 1 1 0 -2 4 
x[15] 1 -1 -i 1 1 -1 1 


3) 设 n=6 .Ss 的 不 可 约 表 示 的 特征 表 为 


[6] [5,1] [4,2j [4,12] [32] [3,2,1][3,13] [23] [22,12][2,14] [16] 


Xf6] 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 
x(5,1] -1 0 -1 1 -1 0 2 -1 1 3 

X[4,2] 0 -1 1 -i 0 0 0 3 3 

x[4,12] 1 0 0 0 1 -1 1 -2 -2 2 10 
x[32] 0 0 -1 ~-i 2 1 -1 -3 1 1 5 
x[3,2,1] 0 1 0 0 -2 0 -2 0 0 0 16 
x[3,13] -1 0 0 0 1 1 1 2 -2 -2 10 
x(23] 0 0 -1 1 2 -1 -1 3 i -1 5 
xy(22,17] 0 -i 1 1 0 0 0 -3 1 -3 9 
X[2,14] 1 0 -1 -i -1 0 2 1 1 -3 5 
x18] -1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 
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第 四 章 单 李 代数 的 结构 


§4.1 李 代数 的 基本 概念 


DE ERE 上 的 李 代 数 g 是 一 个 四 上 的 线性 空间 ,再 加 

上 乘法 运算 
aXqg—~g, (X,Y) [X,Y]. 

这 种 运算 要 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(i) [X,Y] 对 变量 X MY 都 是 线性 的 ; 

(i) [X,X]=0,V X€aq; 

ii) [[X,Y],Z]+(LY,Z],X]+(1Z,X], Y]=0,V x, 
Y,Z€q. 

注 条 件 (这 ) 中 的 等 式 常 常 被 称 为 Jacobi HAH. MRM 
的 特征 不 为 2 ,那么 条 件 (iib) 与 下 面 的 条 件 (ii) 等 价 : 

(i) [X,Y]=-[Y,X], VX,Y€q. 
FUT AT WATER EG) MSR PAX + Y 取代 六 而 得 到 (ii) 中 的 
等 式 . 如 果 要 从 (ii)' 中 的 等 式 推出 (i) 中 的 等 式 ,那么 我 们 只 需 
要 令 X=Y . 

李 代数 中 的 乘法 常常 被 称 为 李 括号 .请 注意 这 种 乘法 不 满足 
结合 律 , 如 果 A 是 一 个 结合 代数 ,也 就 是 在 线性 空间 A 上 定义 了 
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满足 结合 律 的 乘法 ,那么 我 们 可 以 定义 A 上 的 另 一 种 乘法 而 得 
到 一 个 李 代数 直 (A). 这 种 乘法 定义 为 [X,Y]=XY- YX .显然 
[X,Y 为 X 与 了 都 是 线性 的 ,而 且 [X,X]=0 .我 们 并 且 有 
[[X,Y],Z]=(XY~ YX)Z~-Z(XY- YX) 
= XYZ~ YXZ- ZXY + ZYX . 
由 此 得 出 ， 
[[X,Y],Z]j+[[Y,Z],X]+[LZ,X],Y] 
=XYZ- YXZ - ZXY + ZYX 
+ YZX ~ ZYX — XYZ + XZY 
+ ZXY - XZY — YZX + YXZ 
=0. 
所 以 Jacobi 恒等式 在 这 种 乘法 的 定义 下 也 成 立 ， 

Ba 和 9% 为 定义 在 域 孙 上 的 李 代 数 .一 个 李 代 数 的 同 态 
py :91 一 gz 是 一 个 线性 空间 的 线性 变换 ,而 且 满 足 P([X,Y]) 
=[p(X),p(Y)] 对 任意 的 中 元 素 X,Y RZ. 

一 个 从 91 到 gz 的 李 代 数 同 构 p ,是 一 个 既 单 又 满 的 李 代 数 
同 态 ， 
李 代 数 9 的 一 个 线性 子 空间 3 被 称 为 是 李子 代数 ,如 果 y 
中 任意 二 个 元 素 X,Y 都 满足 [X,Y]E€y. 

李 代数 9 的 一 个 线性 子 空间 y 被 称 为 是 理想 ,如 果 对 任意 
的 XEy 和 任意 的 YE9, 都 满足 [X,Y]€y .因为 李 代 数 的 乘 
法 满足 [X,Y]= 一 [Y,X], 所 以 在 李 代 数 中 没有 左 理想 与 右 
理想 之 分 ,所 有 理想 都 是 双边 理想 . 

正 像 正规 子 群 在 群 中 所 起 的 作用 一 样 , 一 个 李 代数 9 的 理 
想 v 可 以 用 来 定义 商 李 代 数 gm .作为 线性 空间 的 商 空间 ,9g 力 
HE — PICK BE — PPR X+9=1X+ YI YE. RING 
上 定义 一 个 乘法 运算 : 
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[X+y,yty]=[X,Y] +9. 
我 们 首先 要 说 明 这 个 定义 是 良 定 的 ,也 就 是 说 如 果 有 X+y= 
X +M Y+y=Y +y, A ERALX, Y] +y=[X, Y ]+ 
9 .现在 我 们 设 X =X+ta, Y =Y+b, KH a, bey, MUA 

[X,Y ]=[X,Y]+[X,b]+[a,Y]+[a,b]E[X,Y]+y, 
这 是 因为 [XX,5j,[a,Y|] 与 [a ,6b] 都 包含 在 理想 v0 之 中 .这 就 证 
HTX, Y]+y=[X, Y ] +y .不 难 验证 ,9 入 在 上 述 乘法 定义 
下 成 为 一 个 李 代数 ， 

我 们 称 把 XE0 BRA X+ nC gy g Fg HERA 
态 为 自然 同 态 .给 定 一 个 李 代数 同 态 p:a 一 ~91 RA p HK 
Kerg 是 9 的 理想 ,p WR Ime 是 g 的 子 代数 .而 且 我 们 有 以 下 
李 代 数 同 构 :9g/Kerp —>Im¢ . 


§4.2 李 代 数 的 实例 


如 果 一 个 李 代数 9 满足 [%,9%] = 0, 那 么 我 们 称 9 为 交换 李 
代数 .换言之 ,交换 李 代数 的 李 括 号 是 平凡 的 . 
我 们 归纳 定义 的 一 系列 子 空间 gg? 如下: 
g' =9,9"*'=[9,9"]. 
这 样 定义 的 一 系列 子 空间 91 ,9 ,… 都 是 9 HME. REAR 
Aly 同 为 9 的 理想 ,那么 [上 ,也 是 9 的 理想 .这 一 点 可 以 从 以 下 
公式 得 到 , 设 XEk,YED,ZE6, 那 么 可 以 由 jacobi 恒等式 推出 
[[X,Y],Z]=[X,[Y,Z]]+[LLX,Zj,YlE[R,9]. 
显然 我 们 有 gt! = [oo"]S9" ,所 以 上 述 序列 是 递减 的 
9=9! 9 之 … 
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我 们 称 李 代数 9 为 里 零 的 ,如 果 存 在 一 个 正 整数 ”使 得 o"=0 . 

例 设 n=1{(a;)| 是 所 有 nxn 的 严格 上 三 角 和 矩阵 组 成 的 
线性 空间 ,ay C8 .那么 在 [4A,B]j=A4B- BA 为 李 括 号 的 定义 
之 下 ,n 是 一 个 寡 零 李 代 数 . 

我 们 还 可 以 归纳 地 定义 6 中 另 一 系列 子 空间 gO, gD ,6(2) 
… 如 下 : 

g =, gtd = [g g]. 
所 有 的 gO BE g 的 理想 ,而 且 有 gir *D = Lg” 9 Jah . 
由 此 可 知 ， 
g=q Dg) DD. 

也 是 一 个 递减 序列 . 李 代 数 9 被 称 为 是 可 解 的 ,如 果 存 在 某 个 正 
整数 ”使 得 0" =0 . 

注 “所 有 的 寡 零 李 代数 都 是 可 解 的 .这 是 因为 我 们 有 以 下 
包含 关系 gr tD), 

例 设 8 为 所 有 ?xz 的 上 三 角 矩 阵 组 成 的 线性 空间 ,我 
们 定义 8 上 的 李 括 号 为 [A,B]j=AB- BA .这 样 得 到 的 李 代数 
8 为 可 解 .请 注意 8 并 非 寡 零 的 .然而 [8, 引 = n BRS. 

我 们 称 李 代数 9 为 单 李 代数 ,如 果 9 只 有 0 和 9 二 个 平凡 
理想 . 

一 个 李 代数 g 的 维 数 是 指 o 作为 线性 空间 的 维 数 .所 有 一 
维 的 李 代数 都 是 单 的 ,因为 它们 根本 就 没有 非 平凡 的 子 空间 ,所 
以 一 维 的 单 李 代数 被 称 为 平凡 单 李 代数 .从 现在 起 , 当 我 们 再 提 
及 单 李 代 群 ,一般 是 指 非 平凡 的 单 李 代数 .而 且 , 在 这 一 章 中 我 
们 将 只 讨论 复 单 李 代数 ,也 就 是 定义 在 复数 域 上 的 单 李 代数 ， 

例 1) 设 gl(n,C) 为 所 有 nxn 复 矩 阵 组 成 的 复 李 代数 ， 
Bsl(n,C)W gln, C)BAFHARARH TR. BA 
s(n,C) 是 gl(n,C) 的 一 个 理想 .这 是 因为 ,着 AE si(n,C), 
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BE gl(n,C), BA, 
trace[ A , B ] = trace( AB - BA) = traceAB — traceBA =0. 
所 以 gl(n,C) 不 是 单 李 代 数 . 
2) 当 n22 时 李 代 数 (mn ,C) 是 单 的 .为 了 证 明 si(n,C) 
是 单 的 ,我 们 设 kk 为 s(n,C) 的 一 个 理想 ,A= (a,) 是 k 中 一 个 
非 零 矩阵 ,我 们 必须 证 明 k = s(a, C. RA E, 表 示 第 i 行 第 
j 列 为 1 其 他 位 置 为 零 的 和 矩阵 .因为 A 为 非 零 矩阵 ,所 以 存在 正 
整数 i 和 j 使 得 a,, 考 0 .我 们 先 假设 ix; ,这 时 有 
[[A „E; | ,E, | = [AP， = E,A,E,, ] 
= (AE; 一 E,A)E, 一 E, (AE, 一 E,A) 
= AE;E; + EyE; — 2E;AE;, 
= ~2E,AE,, 
= -2a,E;,, - 
因为 等 式 EE, =0 对 所 有 的 Aj ABRIL. WRAY iy 
都 有 a; =0, 那 么 A 是 一 个 对 角 和 矩阵 


At i 
0 a 


而 且 àite à, =0, AAR AA, 
[A,E,]=(à;-A,)E;. 

由 此 推出 理想 R 中 含有 某 个 矩阵 E, h eE Ea A E R 

sl(n ,C) .这 就 证 明了 xm,C) 为 单 李 代数 


A= 


§4.3 根子 空间 分 解 


Beg 为 有 限 维 的 复 单 李 代数 .对 于 9 的 任意 一 个 子 代数 9， 
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我 们 可 以 定义 

I(y)= txeE€gllz,yl€y,V yen. 

不 难 验证 1(y) Ft g 中 包含 9 WFR, A y Cy) 
k 为 4 的 一 个 子 代数 ,而 且 yAR PHBE MARE RS 
I(y) RAZ eo 中 包含 9 为 其 理想 的 极 大 子 代数 .我 们 
PIOA HERET. 

如 果 9 的 子 代数 9 满足 关系 (oy) =59, 而 且 y RRS 
ABATE y H g 的 Cartan 子 代数 .下 面 定 理 的 证 明 可 以 在 [Hu]j 
中 找到 . 

定理 ”任何 一 个 复 的 有 限 维 李 代 数 g 都 有 Cartan 子 代数 . 
BOR yy 5 y 同 为 8 的 Cartan 子 代数 ,那么 一 定 存在 一 个 9 HB 
同 构 9 使 得 p(9i) =m . 

例 设 go=x(Ca:C). 取 3 为 所 有 9 中 对 角 拖 阵 组 成 的 子 代 
数 .那么 ,p 是 9 的 Cartan 子 代数 ， 

显然 9 是 交换 李 代数 .为 了 验证 1(9) = ?我 们 设 Dai; 
为 7(9) 中 任意 一 个 元 素 .选取 从 1 到 ”之 间 的 不 同 的 两 个 整数 户 
与 q, AW Epp — Eg Ep, TU 

[2a E; Ep - Eq] €v. 

由 此 得 上 出， 

Leip ip = 2 anEn - SanEn - Dagky € v. 
进一步 我 们 得 出 am = 0, 因 为 上 面 给 出 一 个 对 角 和 矩阵 .由 于 这 
个 结论 对 任意 选取 的 pq 都 对 ,所 以 Da, E, 是 一 个 对 角 和 矩 
阵 ,也 就 是 > aE; € Y . 


我 们 现在 来 考虑 以 下 映射 ad :9 一 >End(g) .这 个 映射 的 
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定义 如 下 :对 任意 的 xE5, 定 义 
ad(X):YF>[X,Y],VY€g. 
DRT WAGE y 当 作 一 族 两 两 交换 的 6 上 的 线性 变换 .这 些 
线性 变换 可 以 同时 对 角 化 ,由 此 得 到 
g = 9D CX,, 
其 中 Cxr。 是 一 些 1 维 的 特征 子 空 间 ,也 就 是 对 任意 cn RA 
[X,X,]=a(X)X,,a(X)EC. 
这 里 的 a By 的 对 偶 空 间 y = Hom(v,C) 中 的 元 素 . 我 们 可 以 
肯定 a 不 为 零 , 因 为 车 a=0, 则 有 [X,X。j]=0, 那 么 X。€ I) 
=9, BRE X, 属于 特征 值 恒 为 0 的 子 空间 5 ,我 们 将 这 些 非 零 
的 a€Ey* 称 为 a 相对 5 的 根 .将 所 有 根 组 成 的 集合 记 为 OHH 
根 集 . 所 以 ,我 们 有 
g = 90 XCX., 
a 和 外 
mi H. dima = dimy + ||. 
例 设 g= s(n, C), HER yH g HAA X A E E H R KI 
Cartan 子 代 数 . 那 么 
0 = 7 四 DICE; . 
9 中 任意 一 个 元 素 A 都 可 写作 


Ay i 
0 a, 


满足 A1+… 十 ,二 0 .那么 
[A,E,]= (à: -4)E,. 
如 果 我 们 定义 ey” 使 得 


A, 0 
ej: te, tA, 
0 A, 


A= 
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那么 根 集 D=le,-e}:4,. 
根 集 BB 具有 以 下 性 质 . 如 果 aE BB, 那 么 aE .而 且 G6 

中 元 素 的 线性 组 合生 成 整个 空间 9* .但 是 O 中 的 元 素 并 不 是 
线性 无 关 的 ,所 以 我 们 自然 地 会 想到 选取 下 中 一 个 子 集 作为 
9* 的 一 组 基 . 事 实 上 我 们 用 如 下 方法 选取 一 组 基 [I, 这 组 基 中 的 
每 个 元 素 wE 开 称 为 单 根 , 而 且 每 个 根 或 者 为 之 中 元 素 的 正 整 
系数 线性 组 合 或 者 为 卫 中 元 素 的 负 整 系数 线性 组 合 , 二 者 必 居 
其 一 .这 样 的 基 的 选取 并 不 是 惟一 的 .一 旦 选 定 一 个 单 根 集 >， 
RHE @ 可 以 分 解 为 正 根 集 @? 与 负 根 集 多” 的 无 交 并 集 . 也 就 
是 说 ， 

o=O*UG, G=-O@., 
我 们 用 y 来 表示 由 之 中 元 素 作 实 系数 线性 组 合生 成 的 空间 ， 
RTS SPRY HERA, ANE IY ye fee eb 
有 根 作 实 系数 线性 组 合生 成 的 空间 .这 样 就 有 

dimeobgR = dimcy* = dimy = 1 . 


这 个 正 整数 ! 被 称 为 李 代 数 9 HK. 
例 设 g= si(n,©). 我 们 可 以 选取 下 面 单 根 集 
T= [ey — €2,€2 — €35° On 1— En} 


这 样 任何 一 个 根 e e, 可 以 有 以 下 形式 表 出 ; 

E i<j WA e-e, =(e;- e541) + (eri- e2) tt +(e -1 
—e,), 

若 i>j WA e, — e; = (e — e414) — (e+1— 42) — 1 (el 
—e;). 
所 以 正 根 集 @* =je,-¢, i<j], MRR DO =}e,-e,|i>j}. 
李 代 数 s(a, C)WRA n-1. 
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§4.4 Killing 型 


在 上 一 节 中 我 们 曾经 考虑 过 以 下 的 映射 ad; 9 一 一 
End (9) .这 个 映射 的 定义 是 对 于 任意 XEg, 
ad(X):g—~g, YF *>[X,Y],V YEg. 
顺便 提 一 下 这 个 映射 ad 称 为 9 的 伴随 表示 ,我 们 将 在 下 一 章 
中 详细 讨论 .对 于 XEg, 我 们 将 ad(X) 看 作 是 8 上 的 线性 变 
换 , 固 定 9 的 一 组 基 , 则 有 一 个 矩阵 对 应 于 线性 变换 ad (X) .我 
们 定义 6 的 Killing 型 为 以 下 的 双 线 性 映射 6xg — C, 
(X,Y)=trace ad(X)ad(Y). 
这 个 定义 与 g 的 基 的 选取 无 关 . 因 为 traceAB = traceBA ,所 以 
(X,Y)=(Y;,X). 也 就 是 说 Kiling 型 是 一 个 对 称 二 次 型 . 
例 设 9= s1(2,C). 选 定 以 下 9 的 元 素 作 为 标准 基 : 
x 9) 2) (2 Oh 


在 这 组 基 下 ad 映射 对 应 的 矩阵 为 


0 -2 0 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
-1 0 
0 2 


ad(X)= 


,ad(H) = 


ad(Y)= 


ree 


0 
0 

因此 ,Killing 型 所 对 应 的 对 称 和 矩阵 为 
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现在 设 9 为 非 平 凡 的 复 半 李 代数 ,那么 9 的 Killing(,) 型 是 
非 退 化 的 ,也 就 是 说 ， 

车 (X,Y) =0 对 所 有 的 YEg 成 立 ,那么 一 定 有 X=0 . 

为 了 说 明 g 的 Killing 型 是 非 退 化 的 ,我 们 定义 它 的 核 

Ker(,) ={XK€gl(X,Y)=0,V YEg}. 
不 难看 出 ,Ker( ,是 8 的 一 个 理想 .因为 6 是 单 的 ,所 以 Ker(，， 
必 为 零 理 想 ,也 就 是 说 Killing 型 是 非 退 化 的 . 

我 们 可 以 将 6 的 Killing 型 限制 到 Cartan FARK 上 ,这 样 
就 得 到 了 ?9 上 的 一 个 二 次 型 xy 一 一 CG .可 以 证 明 这 个 二 次 型 
在 上 也 是 非 退 化 的 .这 样 我 们 利用 Killing 就 得 到 了 y 上 一 个 
非 退 化 的 对 称 二 次 型 .这 个 二 次 型 又 诱导 出 一 个 线性 映射 > 
9* ,这 个 映射 使 任意 的 XE3 对 应 于 fx E19” ,其 中 fx 的 定义 为 

fx(Y)=(X,Y),VYED. 
因为 (,) 在 9 上 是 非 退 化 的 ,所 以 上 面 诱导 出 的 映射 为 一 一 对 
We. 也 就 是 说 ,每 一 个 六 中 的 元 素 都 可 表示 为 fx OBA XB 
惟一 确定 的 . 因此 ,我 们 也 就 得 到 了 双 线 性 映射 
y* XYy—C, fxs fy) | (X,Y), VX,YED. 
我 们 可 以 将 这 个 在 9* 上 定义 的 双 线 性 映射 限制 在 y E, TH 
其 取 值 也 为 实数 ,这 样 就 得 到 了 一 个 中 上 的 实 对 称 二 次 型 . 这 
个 二 次 型 还 是 正定 的 ,也 就 是 说 
(A,A)220, VAC og MA(A,A)=0 4AM4A=0. 
itt op FEI TEER ARS TIEA TL EAS E (1B 
为 欧 氏 空间 ). 
ATMS Ho BS TAH, BRR, OS. 
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而 城中 所 含 根 集 的 构 形 完全 确定 了 李 代 数 g .这 种 根 集 的 构 形 
称 为 根系 .所 以 我 们 可 以 用 根系 的 分 类 来 确定 复 单 李 代 数 的 
分 类 . 

例 1) g=sl(2,C), WA dimy =1 BAREA I = ail， 
那么 B= fal, 一 a1l. 这 个 根 集 在 1 维 欧 氏 空间 yp PRAIA 

Ql 0 ay 

2) g AW sl (3,C), WA dmg =2 .R BRE I = 
laial WARE 更 = {a,,a.,0,+ a2, -al 一 ay 一 al 一 ao. 
由 此 根 集 在 2 维 欧 氏 空间 ye 中 生成 的 构 形 为 


a al 十 Q2 
Tai ai 
§4.5 Weyl 群 


为 了 更 好 地 分 析 根 系 ,我们 引进 Weyl 群 的 概念 . 这 是 一 个 
由 以 下 可 道 的 线性 变换 生成 的 群 ,对 任何 一 个 根 a€ 下 ,定义 
Sa :WR DR ,使 得 
s(a) =a- KeA, VAEW,. 


BRA s (a)=-a, MHRA, a) =0 WA s (àA)=A .所 以 vs 
是 一 个 关于 垂直 于 a 的 平面 的 镜面 反射 设 W 为 所 有 ;。 生成 
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的 群 . 这 个 群 称 为 Weyl 群 . 

Weyl 群 满足 以 下 性 质 : 首 先 它 在 根 集 ® 上 的 作用 为 置换 ， 
也 就 是 说 若 wEW, aED, WE wla)E P. HR-AAWB 
出 W 一 定 是 有 限制 ,因为 它 是 某 一 有 限 对 称 群 的 子 群 . 再 者 ， 
所 有 的 根 都 可 以 由 单 根 经 过 Weyl 群 中 元 素 作 用 得 到 ,也 就 是 
说 任 给 a€ 6 都 存在 某 个 a;EH 和 wEW, 使 得 w(a;)=a. 
第 三 ,W 是 由 所 有 对 应 于 单 根 的 反射 s。,ai€ 卫生 成 ， 

Weyl 群 在 表示 论 中 起 着 举足轻重 的 作用 . 利用 Weyl 群 我 
们 可 以 从 单 根 集 T 出 发 而 构造 出 整个 根系 .如 果 单 根 集 I 已 
经 给 定 ,那么 Weyl 则 随 之 确定 ,因为 Weyl 群 是 由 单反 射 sa (a; 
EOMER. 因而 根系 P= w( 了 五) 也 就 确定 . 也 就 是 说 我 们 可 
以 证 一 系列 单反 射 作用 到 单 根 上 ,一 直到 不 再 能 得 新 的 向 量 为 
止 ,这 样 就 可 以 得 到 所 有 的 根 . 

例 Be g=sl(3,C), BRE I= a1,a2}. PARA = 
1a1,@2,01 + a2, ab 一 oa 一 ai 一 az 可 以 由 ss 连续 作用 
在 也 得 到 ,这 正如 上 节 中 的 构 形 所 表示 的 那样 . 

设 a;,a;E TT APR, BA 


sa Ca) 二 0) 一 Ze = 2 Qi 
也 是 一 个 根 ,而 且 应 该 是 单 根 的 整 系数 线性 组 合 . 由 于 这 个 根 
的 关于 a, 的 系数 为 1, 所 以 关于 其 他 单 根 的 系数 也 应 为 正 整 
数 ,因而 我 们 得 出 

24 ai) cz Kaina? 0 . 

《ai yaiy (qi, ai 
对 所 有 的 和 j RINER 为 ,这 些 整 数 被 称 为 Cartan 
整数 ,由 它们 确定 的 矩阵 A = (a; ) 被 称 为 Cartan 和 矩阵. 这 样 的 
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EE A = (a, ) 都 满足 : 
ay€%,a;=2, MH az 0GA). 
设 2 为 向 量 w 与 a, ZAHRA. 这 个 夹 角 可 以 用 以 下 公 
式 确定 : 
Caia) 
laisai lasa) 
由 于 有 对 称 性 ,我们 间 时 有 


0. = 《ai 5a) 
cos yo 1 1° 
a;,a;)24a;,a;)2 


cos0, = 


这 样 就 得 到 ， 
Acos?6, = Maa) Zaa, 
a; +a) (a, 5 a;) 
也 就 是 4cos?0, = ai a,» 
我 们 记 aya, An, 这 样 就 得 到 ny EZ, ni 之 0 . 而 且 进 一 
步 因 为 有 
leosb, | <1, O<4c0s"6,,<4, 
因而 得 出 正 整 数 n, RA 4 种 取 值 的 可 能 : 
ny =0,1,2,3. 

例 1) By=sl(2,C). BRR I= |a] Weyl E W Hs, 
生成 . 因为 s。*=1, 所 以 W 同 构 于 对 称 群 S; . Cartan 矩阵 A 
= (2). 

2) 设 9=%(3,C). WH BRR I= {aaz}, Weyl 8 W 
H sa 和 so。, 生 成 ,县 满足 


2—2. 2— — 
a; T Sa, Sl, Sa Sa, Sa, T Sa, Sa, Sa,* 


5, 
bak 22 <1 


由 此 得 出 W 同 构 于 对 称 群 Ss .Cartan E A= (° ~)). 
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3) 对 一 般 的 正 整数 n,g= si(n,C) 的 Weyl 群 同 构 于 对 称 
T S,- 读者 可 以 尝试 自己 写 出 其 Cartan OH. 


§4.6 Dynkin 


给 定 一 个 复 单 李 代 数 6 . 我 们 可 以 得 到 一 个 对 应 的 图 A. 
这 个 图 A 的 项 点 与 所 有 的 单 根 和 a;| 一 一 对 应 ;而 对 应 于 a; 和 和 a, 
的 两 个 顶点 之 间 我 们 用 n RARE MWEE n >1, 我 们 还 要 
给 定 这 ”条 边 一 个 定向 . 这 样 得 到 的 图 称 为 Dynkin 图 . 

例 设 g= s (3,C). WA T= laiaz] s Sa (a2) = ai t a2, 
Sa, (a1) =a; +a. 所 以 a= -1,ay=-I1,np=1. 所 对 应 的 
Dynkin 图 为 


1 2 

Dynkin 图 A 由 9 完全 确定 ,这 与 Cartan 子 代 数 的 选取 无 
关 , 因 为 任意 两 个 Cartan 子 代数 都 在 9 KA PRE. 这 与 
单 根 的 选取 也 无 关 , 因 为 可 以 证 明 若 | 和 I 为 两 个 单 根 集 ， 
那么 一 定 存在 一 个 Weyl 群 中 的 元 素 w 使 得 ww(Hi) = 也 . 可 
以 证 明 ,对 应 于 复 单 李 代 数 的 Dynkin 图 具备 以 下 性 质 :A 一 定 
是 连通 的 ,而且 由 于 n,<3, FUER A 中 二 个 顶点 之 间 的 边 
不 会 超过 3 条 . 我 们 还 可 以 定义 一 个 对 应 于 Dynkin 图 A 的 二 
次 型 : 


i=l 


L 
Qla) = 2>) r? - >) Vnt . 
Éj 
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这 个 二 次 型 由 Dynkin 图 A 所 确定 . 
例 Wq=sl(3,C). g BY Dynkin 图 为 


1 2 
二 次 型 Qlx1, £2) =2 a+ 2-212. 
土 面 定 义 的 二 次 型 Q(x1,…,zz) 是 正定 的 ,因为 它 可 以 表示 为 


Qasa) -2( A Sata y 
v laia) ~ Caisa) 


在 这 一 节 的 剩余 部 分 我 们 来 确定 所 有 具备 上 面 所 刻画 的 性 质 的 
图 A. 

定理 WTA A 满足 下 列 条 件 : 

(a) A 是 连通 的 ; 

(b) 连接 任意 两 个 顶点 的 边 不 超过 3 条 ， 

(c) 由 A 确定 的 二 次 型 Q 是 正定 的 . 
那么 图 A 一 定 是 下 列 图 之 一 : 


A o — O … 0 — o — Oo 
(A) 1 2 l-2 l-1 I 
(B; ) o — Oo 口 一 一 = [e] 


ene o 
1 2 l-2 l-1 l 


ie) 
| 
le} 


(Ci) 


(D) o= y 
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(Es) o — Qo — Oo — 0 — O 


(E>) o — o — Om 0o — O — o0 


(Es) o 


(Fa) 


(G2) oE o 


注 以 上 列 出 的 图 称 为 Dynkin A. 我 们 将 会 看 到 ,存在 着 
一 个 Dynkin 图 到 单 复 李 群 的 一 一 对 应 . 上 面 的 图 中 在 连接 两 
个 顶点 为 多 条 边 时 ,会 有 箭头 出 现 . 这 些 会 在 单 李 代数 的 分 类 
中 用 到 . 在 上 面 的 定理 中 ,箭头 并 没有 什么 意义 ,我 们 只 是 为 了 
以 后 使 用 方便 才 在 这 里 加 上 箭头 ,在 定理 的 证 明之 后 我 们 将 会 
马上 指出 箭头 的 定义 和 作用 . 现在 我 们 可 以 暂且 不 顾及 这 些 第 
头 , 也 就 是 我 们 暂且 不 区 分 图 B MC, . 

定理 的 证 明 ”为 了 方便 叙述 我 们 将 定理 中 所 列 的 图 称 为 标准 
图 . 如 果 我 们 省 去 某 一 标准 图 的 一 些 顶点 或 一 些 边 所 得 到 的 连通 
子 图 仍然 是 一 个 标准 图 ,例如 =. FE 一 一 一 一 一 一 。 的 
子 图 .由 线性 代数 的 定理 可 知 ,如 果 一 个 图 A 对 应 的 二 次 型 为 
正定 的 ,那么 它 的 子 图 对 应 的 二 次 型 也 是 正定 的 . 
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BM 为 一 个 图 A 对 应 的 二 次 型 Q 所 确定 的 对 称 和 矩阵 ,也 

就 是 说 ， 
2 Sm, 
M= ve 。 

一 V ny 2 
矩阵 M 是 正定 的 充分 必要 条 件 是 M 的 顺序 主子 式 的 行列 式 为 
正 , 这 也 等 价 于 M 的 所 有 主子 式 的 行列 式 为 正 , 而 M 的 主子 
式 恰好 对 应 于 4 的 子 图 . 因此 ,为 了 确定 每 个 标准 图 对 应 的 二 
次 型 都 是 正定 的 ,我们 只 需要 验证 每 个 标准 图 所 对 应 的 矩阵 M 
满足 detM >0 , 这 一 点 我 们 可 以 逐一 验证 ， 

反之 我 们 需要 证 明 只 有 标准 图 才 满 足 定理 所 描述 的 三 个 条 
件 . 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 引入 第 二 列 图 : 


/ N 

x o -一 0 … 0 — O 
(A) 1 2 I-1 1 

o 1 
B, o 一 o o — so 
(By) 1 2 -2 l-i 1 

Oo 
~ o 3 o — o o — o Lo 
(G) 2 1-2 l-1 1 

ol ol-1 
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~ o — o — o 3 o — o 
(Fs) 12 3 4 
(G2) 153 e 


以 上 所 列 的 图 称 为 扩充 的 Dynkin 图 . 可 以 验证 由 扩充 的 


Dynkin 图 A 所 确定 的 二 次 型 所 对 应 的 对 称 和 矩阵 M 满足 detM 
=0 . 所 以 这 个 矩阵 M 不 是 正定 的 . 由 此 而 知 任何 满足 定理 所 
述 条 件 的 图 A 不 可 能 在 此 扩充 Dynkin 图 列 之 中 ， 

我 们 现在 设 A 为 一 个 满足 定理 所 述 条 件 (a),(5) 和 (c) 的 


图 . 那么 图 A 一 定 不 含有 图 ,否则 A 将 包含 某 一 A 为 子 图 . 图 
A 至 多 有 二 个 顶点 用 多 条 边 相 连 ,否则 A 将 包含 菜 一 CG 为 于 


图 . 图 A 不 可 能 同时 有 多 条 边 和 分 叉 点 ,否则 A 将 包含 某 一 B， 
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为 子 图 . 图 A 也 不 可 能 有 多 于 一 个 的 分 义 点 ,否则 A 将 包含 某 
—D AFA. 
如 果 A 包含 一 个 三 条 边 连 接 相 邻 的 二 顶点 ,那么 A 一 定 是 


标准 图 G;, 否 则 A 将 包含 G? 为 子 图 . 在 以 下 的 讨论 中 我 们 不 妨 
假定 A 不 含有 三 条 边 相连 任意 二 个 顶点 . 

设 A 含有 一 个 双边 ,那么 A 不 能 再 有 分 又 点 . 如 果 这 个 双 
边 所 连 的 一 个 顶点 为 端点 ,那么 A 就 是 标准 图 B, (RC). 如 果 
这 个 双边 所 连 的 两 个 顶点 都 不 是 端点 ,那么 A 一 定 是 下 ,否则 


A 将 包含 F4 为 子 图 . 

再 设 A 只 含有 单 边 . 如 果 A 没有 分 叉 点 ,那么 A 一 定 是 
EDA . 现在 不 妨 设 A 有 一 个 分 叉 点 ,因为 前 面 已 经 提 到 A 
不 可 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 分 叉 点 , 这 个 分 叉 点 最 多 有 三 个 分 


支 ,否则 A 将 包含 D4 为 子 图 . 设 这 三 个 分 支 的 长 度 分 别 为 l, 
l2, l3 且 满 足 中 写 全 13,11+ [n+ I34+1=1 。 我 们 一 定 有 L3 


1 ,否则 A 将 包含 Ee 为 子 图. 我 们 还 可 得 出 L2, 否则 A 将 包 
SEKTE. 若 有 1，=1, 则 有 A 为 标准 图 Di . 我 们 现在 设 1， 


=2 . 那么 11<4, 否 则 A HOSE NTR. 车 有 lL1=2, 则 有 A 
JEGER /1 =3, 则 有 A AEGEA 1=4, 则 有 A 为 Es. 
至 此 ,我 们 证 明了 满足 条 件 (a),(5) 和 (c) 的 图 必 为 标准 图 ， 
我 们 现在 再 来 看 看 一 个 Dynkin 图 在 什么 范围 下 确定 一 个 
Cartan 矩阵 , 我 们 知道 对 ;天 ) PA n, = azaj WH az 与 ai 都 
是 非 正 的 整数 ,a; =0 当 且 仅 当 or =0 . 因而 我 们 得 出 以 下 结 
论 : 如 果 n, =0,BA a, =a, =0; MR mn; =1, 那 么 a, =a, = 
一 1; 如 果 x; =2, 那 么 将 有 两 种 可 能 的 情形 出 现 : 
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(1) Qi 三 —1,a;= -2 或 者 
(2) ay = — 2,44 = -1. 
因为 按照 定义 


_2(a;,4;) 


ay ’ 
J a; »a;) 


所 以 我 们 得 出 
ag 《alyaj) 
aji ~ (aj sa)” 
由 此 可 知 当 《a; ,a;) >a; ,0;) oS — PAE E N Caa) < 
《a; ;0,) 时 第 二 种 情形 出 现 . 我 们 用 一 个 箭头 指向 较 长 的 根来 
区 分 这 两 种 情形 . 
同样 地 在 n; =3 时 ,也 有 两 种 可 能 的 情形 出 现 . 我 们 同样 
用 一 个 箭头 指向 较 长 的 根 ， 
实际 上 ,在 图 A AB, FR G 时 ,由 于 图 A 有 对 称 性 , 箭 
头 指向 不 同 的 方向 并 没有 得 出 不 同 的 图 . 只 有 在 A AB, KC, 
(Z>3) 时 ,箭头 指出 不 同方 向 给 出 不 同 的 图 ,也 就 有 Bi SC, 的 
区 别 ， 


$4.7 单 李 代 数 的 分 类 


我 们 可 以 利用 Dynkin 图 对 复 单 李 代 数 分 类 ， 
定理 ” 设 s 为 有 限 维 的 非 平 凡 复 单 李 代数 . 那么 6 的 Car- 
tan 矩阵 一 定 与 下 列 某 一 个 标准 图 所 对 应 : 
Ai(!l 之 1), B,(122),C,(1223),D, (124), 
Es, Es, Eg, Fa, G2. 
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反之 ,给 定 任何 一 个 对 应 于 上 面 所 列 的 标准 图 ,都 有 一 个 复 单 李 
代数 9, 使 得 8 的 Cartan 矩阵 与 之 对 应 . 

Dynkin 图 可 以 确定 一 个 单 根 集 T 的 构 形 ,也 就 是 任意 两 
个 单 根 之 间 的 夹 角 和 长 度 之 比 . 再 用 Weyl 群 的 作用 可 以 得 到 
整个 根系 O, AA g 有 如 下 根子 空间 分 解 : 


9=Xb Z CX., 
所 以 有 
dimg = diny + | |. 
在 下 面 的 图 表 中 ,我 们 列 出 所 有 复 单 李 代 数 的 维 数 ， 
g 9 
A, (1 +2) 
B; (21 +1) 
CG (2+1) 
D, (21-1) 
Es 78 
E, 13 
Es 248 
F, 52 
G2 14 


在 所 有 单 李 代数 中 , A, B,C, D 四 族 被 称 为 典型 李 代 数 , 它 
们 可 以 用 和 矩阵 来 刻画 ,剩余 的 5 个 李 代 数 Es, E7, Eg, Fa M Ga 
被 称 为 例外 李 代 数 。 我 们 现在 来 具体 地 描述 这 些 单 李 代数 . 
A, 型 ;Al 型 的 复 单 李 代数 同 构 于 YGCL+1,C ) ,也 就 是 所 有 
迹 为 零 的 (L+1)x(+1I1) 和 矩阵 所 生成 的 李 代数 . 
Bi 型 :Bi 型 的 复 单 李 代数 同 构 于 so (27 +1,C ), 也 就 是 所 
有 的 (271+1) x (21 +1) 斜 对 称 复 和 矩阵 组 成 的 李 代数 . 
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这 个 李 代 数 也 同 构 于 所 有 满足 下 列 等 式 的 复 和 矩阵 全 组 成 
的 李 代数 
g={TE gl(2l+1,C)|TA+AT =0}. 
10 0 
0 0 I, 
0 L0 
第 二 种 描述 的 好 处 在 于 9 中 对 角 和 矩阵 组 成 一 个 Cartan 子 代数 ， 
这 样 很 容易 得 出 o 的 根子 空间 分 解 ， 
C 型 :Ci 型 的 复 单 李 代 数 同 构 于 sp (27,C ), 也 就 是 所 有 
满足 下 列 关系 的 21 x217 复 矩 阵 工 组 成 的 李 代 数 
g={TEgl(21,C)|TA+ AT =0}. 


KEKER A = SPT, AUX 1 Re. 使 用 


TOTER 1 
一 也 0 ° 


D, 型 :Di 型 的 复 单 李 代 数 同 构 于 so (27,C ), 也 就 是 所 有 
21x21 斜 对 称 复 矩阵 组 成 的 李 代 数 .这 个 李 代 数 也 同 构 于 
g= {TE gl(21,C)|TA+ AT =0}. 


0 I 
其 中 矩阵 A = | 0 . ER B 中 的 李 代数 一 样 ,第 二 种 形式 
l 


的 优点 是 9 中 的 对 角 和 矩阵 组 成 4 的 一 个 Cartan 子 代 数 , 这 样 很 
容易 得 出 根子 空间 分 解 . 

我 们 首先 来 描述 这 个 代数 QO , 它 可 以 定义 在 任何 一 个 域 下 
上 ,我 们 这 里 实际 只 需要 = 的 情况 ， 设 下 为 一 个 域 , 四 ?为 灾 
上 的 3 维 线性 空间 ,如果 v= (vvv A w= (w, w, w) 
是 F3 中 的 向 量 ,那么 vv Aw HAR vs w= ow t uow + 
v3w3. B el1,e2,e3 为 四 驳 标 准 正 交 基 , 我 们 可 以 定义 下 3 上 的 
一 个 叉 乘 uXw=-wxv. 我们 只 需要 定义 基 向 量 的 叉 匀 再 
用 线性 关系 扩充 至 整个 
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e; X e=0(i =1,2,3),e X e2 = 3,02 X €3 = €4,€3 Xe] =e2 。 
作为 线性 空间 @ 是 以 下 线性 空间 的 直 和 : 
© =F OF OF Or’. 
v 


它 的 元 素 可 以 用 矩阵 的 形式 写 出 ,也 就 是 | r |ra,bER sa， 
we. © 中 的 加 法 和 数 乘 都 与 矩阵 运算 相同 ,但 是 乘法 定 


义 为 
a v\fa v)\_ 
H A an 
aa — vw av thutwxw 
(suse pa! axe’ bb -wv )- 


WFR BRE EO 的 一 组 基 


-人 
lo op \o olt lo os? ST! le O° 


(i =1,2,3) 
那么 不 难 验证 ,O 中 的 乘法 表 如 下 : 


cz} 0 c 0 cg -cc 0 0 
cs} O ca -cs 0 ce 0 -cl0 
cs| 0 cs c ~e6 0 0 0 -a 
cecs O -ùh 0 0 0 cs -ca 
cilc 0 0 =a 0 -cs0 c 
cslcs 0 0 0 ~c c4 -ca 0 
其 中 ate, 为 单位 元 素 ， 
例外 李 代 数 :例外 李 代 数 可 以 借助 Cayley 代数 O 来 刻画 
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给 定 一 个 代数 A ,我 们 定义 A 的 一 个 导 子 为 一 个 线性 映射 DD: 
A 一 A ,使 得 
D(a:b)=Da:bta:Db. 

可 以 验证 如 果 D, A D, 都 是 A 的 导 子 ,那么 [Di ,DD,]= 
D,D.~D,D,; 也 是 A WFT. RÁ A 的 所 有 导 子 Dera 组 成 
一 个 李 代 数 . 

Cayley RRO 的 导 子 代数 DerO 是 一 个 Gi 型 的 李 代 数 , 我 
们 记 这 个 李 代 数 为 y. 

所 有 的 定义 在 @Q@ 上 的 3x3Hermitian 矩阵 在 下面 乘 法 下 构 
成 一 个 Jordan 代数 了 


A-B=4(AB+ BA). 


这 个 代数 j 的 维 数 是 27 . J 的 导 子 代数 是 一 个 Ps 型 的 单 李 代 
数 ,我 们 记 之 为 fa. 另外 3 个 Es, E7, Eg 型 的 单 李 代数 也 都 可 
以 借助 Cayley 代数 来 构造 ,我们 记 之 为 66 ,ey ,es . 
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第 五 章 ” 单 李 代数 的 表示 


§5.1 表示 与 模 


设 9 为 复 李 代数 .9 在 一 个 复线 性 空间 V 上 的 表示 是 一 个 
李 代 数 同 态 
p:g> elC V). 
两 个 9 的 表示 (o, VVI, Y ) 称 为 是 等 价 的 ,如 果 存 在 一 个 
可 道 的 线性 变换 工 : V> V 使 得 
p(X)=T ip(X)T, VY XEQg. 
一 个 g 模 是 一 个 复线 性 空间 V 附加 9 的 作用 
gx V>V, 
(X,v)|>Xv, 
且 满 足以 下 条 件 : 
(i)Xv HX Ea M vE V 都 是 线性 的 ; 
GDLX,Y]v=X(Yv)- Y(Xv), VX, YEq,vEV. 
WR pra gl (Vt go 的 表示 ,那么 V 可 以 看 作 是 一 
个 g 模 ,我 们 只 需要 定义 Xv= p(X)v. 
反之 ,任何 一 个 有 限 维 6 模 也 都 给 出 9 的 一 个 表示 . RE 
V 的 一 组 基 z1，…z BBA Xv; 可 以 表示 为 v1,… ,wv 的 线性 
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ae. 设 
Xv; = 3) pas(X) 。 
由 此 得 到 一 个 ”xm 矩阵 po(X)=(oy(X))， 可 以 验证 
e(LX,Y])=p(X) eC Y) — eC Y) p(X) 
=[e(X),e(Y)], 
由 此 映射 和 | 一 o(X) 是 一 个 李 代 数 同 态 ggi V) wR 
个 8 在 六 上 的 表示 ， 
所 以 我 们 可 以 交替 使 用 模 与 表示 两 种 不 同 但 互相 等 价 的 
语言 . 

设 多 为 6 模 V 的 一 个 线性 子 空间 . 如 果 对 任意 的 XEg 
Awe W RA XwOW BARNA W 为 V 的 一 个 子 模 。 如 
果 一 个 8g 模 VV 只 有 O 和 V 两 个 子 模 ,那么 我 们 称 V 为 不 可 约 
8 模 . 

AW 我 们 可 以 把 李 代数 9 看 作 是 一 个 g 模 . 我 们 定义 g 在 
g 上 的 作用 如 下 :(X,Y)|-[X,Y]， 要 证 明 这 个 作用 是 一 个 8 
模 , 只 需要 

([X,Y],ZJ=([X,[Y,Z]]-LY,[X,Z]1, VX, Y,Z€q. 
这 恰好 是 Jacobi 恒等式 . 这 样 得 到 的 9 模 称 为 伴随 g 模 , 它 所 
对 应 的 表示 称 为 伴随 表示 ， 

正如 $2.1 中 有 限 群 的 表示 一 样 ,对 应 于 9 的 表示 同样 有 
下 面 的 

Schur 引 理 设 p:0 习 gL(V) 为 8 的 一 个 不 可 约 表示 . 那 
A V 的 与 所 有 p(XX) 交 换 的 自 同 态 必 为 数 乘 变换 . 

我 们 称 一 个 复 李 代数 9 为 半 单 的 ,如 果 9 是 一 些 复 单 李 代 
数 的 直 和 ,也 就 是 

g=0---Da,.» 
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其 中 每 一 个 @; 都 是 单 李 代数 而 且 是 9 的 双边 理想 . 半 单 李 代数 
的 表示 理论 本 质 上 就 是 单 李 代数 的 表示 理论 .正如 有 限 群 的 有 
限 维 表示 都 是 完全 可 约 的 , 半 单 李 代数 的 有 限 维 表示 也 都 是 完 
全 可 约 的 ， 

定理 设 p:9>g1(V) 为 复 半 单 李 代数 g 的 一 个 有 限 维 表 
R. 那么 p 是 完全 可 约 的 ,也 就 是 说 V 可 以 分 解 为 8 的 不 可 约 
表示 的 直 和 。 

读者 可 以 参阅 [Hu] 中 第 六 节 的 证 明 . 


$5.2 sl(2,C ) 的 表示 


Wg sl(2,C). 这 是 维 数 最 小 的 复 单 李 代数 ,我 们 现在 
来 确定 6 的 所 有 有 限 维 不 可 约 表示 ,首先 ,我 们 选取 sl (2,C) 
的 一 组 基 : 


0 1 1 0 0 0 
x=) o=o = 中 
不 难 验证 ,这 组 基 满 足下 列 关系 式 : 
[H,X]=2X,[H,Y]=-2Y,[X,Y]J=H. 
E V 为 4 的 任意 一 个 有 限 维 不 可 约 表 示 . P AWER A E 
V 上 的 作用 可 以 对 角 化 ,也 就 是 我 们 有 以 下 分 解 
V=O"V;, 
这 个 直 和 遍历 所 有 的 复数 使 得 
Vi=Iv€EVIHv=Av|101. 
这 种 非 零 的 子 空间 V 称 为 权 空 间 , 对 应 的 复数 4 RAR. 
设 vE W ,那么 就 有 
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H: (X-v)=[H, X] v+- X: (H-v)=2X'tutAX'v 
=({A+2)X-v. 
HA X ve V. 同样 我 们 可 以 得 出 YE V2. 
因为 Y 是 一 个 有 限 维 线性 空间 ,我 们 可 以 找到 一 个 极 大 的 
A ,也 就 是 说 是 一 个 权 ,然而 人 +2 PER. 我 们 称 这 个 为 
最 高 权 . 设 vo 为 极 大 权 子 空间 V 中 一 个 非 零 向 量 ,那么 由 以 
下 集合 
{wo, Y* vo, Yr vo | 
中 向 量 的 线性 组 合生 成 的 子 空间 是 一 个 9 不 变 子 空间 . 因为 V 
是 一 个 不 可 约 表 示 ,所 以 这 个 % 不 变 子 空间 必 为 整个 空间 V. 
我 们 递归 地 定义 
y-1=0, u= Yom REZ ,hk20 . 
那么 对 £20, RNA 
CDH": up = (A — 2k) v3 
Cit) Yo up =(R +1) op 4i3 
(iti) X*u,=(A—k +1) vp-1. 
(i) (ii) ABE BARS. FRAT Ee OR EA (iii). 4 
为 0 时 ,我 们 有 Xoo=0, 所 以 (让 ) 显 然 成 立 ， 现 在 设 上 >0, 用 
归纳 假设 我 们 得 出 
X*u, = EX Yui 


=A (xX, Y] wt YX vi) 

=A (Heoi 十 YX _1) 

=A (A-k -1-1 + (A-k +2) Yo) 
=F -2k +2)up—-1 + (k-1)(A -k +2) %-1) 
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=(A —k+1)up-1- 
这 就 证 明了 (i) 对 所 有 非 负 整数 都 成 立 . 
由 Q) 可 以 看 出 所 有 vi 都 是 线性 无 关 的 . 因为 V 是 有 限 
维 线性 空间 ,所 以 只 能 是 有 限 个 o 不 为 零 向 量 . Bn ARE 
R o, Z0 而 且 w+i=0 的 最 小 整数 .由 定义 可 以 得 出 vna 
=0 对 所 有 正 整数 i 都 成 立 . 因此 ,我们 得 出 
{vos vts Un] 
组 成 V 的 一 组 基 ,而 且 每 一 个 权 空 间 都 是 一 维 的 . 
RATE) PRA k= n+1, 这 样 就 得 到 
Xv +1=(A—n)v,. 
由 于 v,40 而 且 w+1=0, 所 以 必 有 =n . 这 就 得 到 最 高 权 A 
必 为 非 负 整数 .总结 以 上 多 项 结论 ,我 们 得 到 
定理 设立 为 Q(2,C) 的 一 个 不 可 约 有 限 维 表示 . 那么 
V 的 最 高 权 必 为 非 负 整 数 ,而且 V 是 下 列 权 子 空间 的 直 和 
V=V,OV,-20'-OV-»; 
这 里 的 每 一 个 权 子 空间 都 是 一 维 的 ， 
例 1) 若 最 高 权 和 =0, 则 有 V 同 构 平 几 的 1 维 表示 .， 
2) 若 最 高 权 和 =1, 则 有 V 同 构 于 在 C 上 的 自然 表示 . 
3) 若 最 高 权 4=2, 则 有 V 同 构 于 伴随 表示 . 


§5.3 通用 包 络 代数 


Kg 为 有 限 维 复 李 代 数 . 设 TOA a 的 张 量 代数 . WR 
我 们 定义 
T°(g)=C , T'(g) =9, T? (9) = 969, s T” (9) = 
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T(q)= IT(9)， 
设 I 为 T(g) 中 由 以 下 元 素 生成 的 双边 理想 
XOY- YQX-[X,Y], YX, Y€Eg. 
定义 Ul = TOI 为 商 代 数 ， 这 是 一 个 结合 代数 ， 称 为 6 的 通 
用 包 络 代数 . 
下 面 的 定理 描述 了 U (9) 的 一 组 基 , 这 个 定理 称 为 
Poincare-Birkhoff-Witt 定理 或 者 PBW 定理 . 
定理 ”我 们 可 以 用 以 下 方法 确定 U(9) 的 一 组 基 . Ro K 
一 组 基 是 |Xi,…,X,| ,那么 
XIN ,i200, i, EZ 
组 成 U(9) 的 一 组 基 ， 
读者 可 以 在 [Hu] 找 到 这 个 定理 的 证 明 . 如 果 8 为 交换 的 
李 代 数 , 那 么 XX = XX;, 因 此 U(g) 与 由 个 变量 生成 的 多 项 
式 代数 同 构 。 对 一 般 的 李 代 数 9, 我 们 在 U(g) 中 总 有 以 下 关 
系 式 
XX, — X)X,=[X,,X,]. 
因此 ,我 们 可 以 把 U(g) 看 成 是 某 种 非 交 换 的 多 项 式 代数 . 
通用 包 络 代数 在 表示 论 中 十 分 重要 . 如 果 V 是 一 个 g 模 ， 
那么 它 也 可 看 作 是 一 个 U(g) 模 。 首 先 我 们 可 以 将 V 看 作 是 一 
个 张 量 代数 TORR. 因为 
[X,Y]v=X(Yv)- Y(Xv) 
对 任意 的 X,YE9o 和 wwEyY 都 成 立 ,所 以 我 们 得 出 
(XWY - YOX-[X,Y])v=0. 
由 此 而 知 XOY- YGQX-[X,Y] 这 样 的 元 素 在 V 上 的 作用 
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为 0, 也 就 是 包含 在 (9) 模 VV 的 核 之 中 . 这 个 核 是 T(g) 的 双 
边 理想 ,所 以 也 就 包含 了 由 XGOY-YQX-[X,Y]j 这 类 元 素 
生成 的 理想 I. AE, V 可 以 看 作 是 一 个 T(g)/I= Ug) RK. 

反之 ,如 果 VV 是 一 个 U(g) 模 ,那么 它 也 是 一 个 g 模 . 这 只 
要 用 到 下 列 映射 

g>T'(g)>T(g)>U(g). 

由 PBW 定理 可 知 上 面 的 映射 是 单一 映射 ,所 以 9 是 Ug) 
子 空间 ,这 也 给 出 了 9g 在 V 上 的 作用 . 


§5.4 Verma 模 


设 9 为 非 平凡 复 单 李 代数 , 设 9 为 6 的 一 个 Cartan 于 代数 . 
我 们 以 前 兽 提 到 g 有 以 下 根子 空间 分 解 
g= wD Z CX, À 
Killing EATA ee 的 一 一 对 应 . BA; 为 9 中 元 素 对 应 于 
9 RARR in a)? ,那么 


a, (H;) = aah Gen. (5.4a) 
由 此 可 知 所 有 单 根 aa 在 h; 上 的 取 值 都 是 整数 .显然 有 
His, H; 组 成 y* 的 一 组 基 ,我 们 称 每 个 h; ARR. 
BACy* ,我 们 记 J(A) 为 以 下 元 素 生成 的 UG) WERE: 
Xara EDM H,-ACH;)(i=1,°7,1). 也 就 是 说 ， 
JQ) = E U(X +X U(9)(H; -A (H;)1). 
aE 多 i=l 
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定义 MCA)= U(8)/J(4), 那 么 M(4) 是 一 个 UOR, R 
们 称 之 为 由 确定 的 Vema 模 . 现在 考虑 U(e) 模 的 自然 
同 态 : 

g:U(g)>M(A). 
设 内 = p(1). 那么 我 们 有 下 列 等 式 : 

X,0,=0,Vae@*; 

Ho=A(H)w,i=1,…,l. 
因为 U(9) 任 意 一 个 元 素 u 都 满足 = ul, HU M (4 ) 每 个 元 
素 都 可 以 写成 u* wv、 因此 ,M(4)= U(g)w 是 由 wv 生成 的 循 
HE. 

如 果 把 9 的 作用 限制 在 9 上 ,那么 我 们 也 可 以 把 .M(4) 看 
作 是 一 个 9 模 . 这 样 M(4) 可 以 分 解 为 许多 1 维 的 9 模 的 直 
积 .而 9 在 每 一 个 1 维 的 5 模 上 都 是 数 乘 变换 ,也 就 是 说 存在 一 
个 wey ,使 得 hh EW uH). 我 们 称 这 样 的 py 是 M(4) 的 
一 个 权 , 显 然 4 就 是 M(4) 的 一 个 权 ,因为 

Ha =ACH;) x, . 
M(A) 所 有 的 权 都 可 以 表示 为 

À — mia — Mme T MAL, 
这 里 的 asa 为 单 根 , m1,… ,ma 为 非 负 整 数 . 所 以 ,我 们 
定义 1 为 M(A) 的 最 高 权 ，M(A ) 称 为 是 最 高 权 为 4 的 Verma 
模 .M(A) 中 的 向 量 V 称 为 是 一 个 最 高 权 向 量 . 

可 以 证 明 M(4) 含 有 一 个 极 大 子 模 L(X). 定义 V(4)= 
M(A)/L(A) ARE, BA V(4) 是 一 个 不 可 约 U(9) 模 ,我 们 称 
之 为 最 高 权 为 人 的 不 可 约 模 。 在 下 一 节 中 我 们 将 要 确定 对 哪 
些 4 这 个 不 可 约 模 V(X) 是 有 限 维 的 . 
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§5.5 有 限 维 不 可 约 9 模 


在 上 一 节 中 我 们 构造 了 最 高 权 为 、 的 不 可 约 模 V(X). È 
是 Verma 模 的 商 模 . 对 大 多 数 最 高 权 A , V()) 都 是 无 限 维 的 8 
模 ,只 有 在 4 满足 下 列 条 件 时 ,也 就 是 在 

A(H;) EZ ,A(H;)0(i=1,.…,/) (5.5a) 

这 时 才 有 V(X4) 为 有 限 维 g 模 . 这 里 h 是 ($.4a ) 中 定义 的 余 
根 .满足 上 面条 件 (5.5a ) 的 4 被 称 为 是 支配 的 和 整 的 . 我 们 简 
称 为 整 支配 的 ， 

定理 不 可 约 g 模 V(X) 是 有 限 维 的 充分 必要 条 件 是 A 是 
整 支配 的 。 任何 有 限 维 的 不 可 约 g 模 都 同 构 于 某 个 整 支配 权 4 
所 确定 的 模 V(X)， 

这 个 定理 的 前 一 半 可 以 在 [Hu] 中 找到 它 的 证 明 . 而 定理 
的 后 一 半 是 明显 的 ,因为 有 限 维 的 模 至 多 只 有 有 限 个 权 ; 而 且 一 
个 最 高 权 向 量 U 生成 整个 模 , 这 是 因为 这 个 模 同 时 又 是 不 可 
约 的 . 

上 面 的 定理 给 出 了 不 可 约 有 限 维 9 模 与 整 支 配 权 之 间 的 一 
一 对 应 . 

整 支配 权 可 以 用 下 面 的 方式 表示 出 。 对 i = 1,… ,7 ,我们 
定义 一 个 AEn” ,满足 下 列 条 件 
1,# i=j; 

ACH) = 0, 若 i%j. 
显然 这 样 定义 的 X; 是 一 个 整 支配 权 ,我 们 称 之 为 基本 权 . 这 些 
支配 权 ALA, 组 成 了 9” 的 一 组 基 ， 如 果 ACY MAWE 
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A=mAytertmaA,,mi".m CZ, 
那么 是 一 个 整 支配 权 . 反之 ,任何 一 个 Ev* 都 可 写作 
A=A(HDA+…+A(H)AL. 
ATLA A 是 整 支配 权 的 充分 必要 条 件 是 4 是 基本 权 的 非 负 整 系数 
线性 组 合 . 
我 们 现在 再 来 看 看 基本 权 A1,…,4 BHR ay, ay 之 间 
的 关系 . 设 


那么 就 有 a; (H, ) = mA; CH, ) = Mye 这 就 得 出 


_ _ 2a, 24a) yoi) _ 
my = ai) = Cang iy? = (a, ,a;) Saps 


所 以 有 
ai = Daya, 
也 就 是 说 Cartan 矩阵 恰好 是 从 基本 权 组 成 的 一 组 基 到 单 根 组 
成 的 一 组 基 的 变换 矩阵 , 
例 1) g=sl(2,C). 那么 6 的 单 根 集 开 = {a1} , Cartan 
矩阵 A=(2). 所 以 ， 
a, =2A,, RA hi = 二 aa . 
2) & g=sl(3,C). 那么 6 的 单 根 集 I= fal a2}, Cartan 


2 -1 
= 。 所 上 
sa| 2 j- m 
faTi 
az= — à; t2å2. 


反 解 这 个 线性 方程 组 就 得 到 
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1 
A, = (2a, + a2), 


àa2=4 (ai +203). 

BRA 为 由 基本 权 11,…，,》 的 整 系数 线性 组 合生 成 的 集合 ， 
我 们 称 A 为 权 格 . 我 们 把 在 A 中 由 单 根 的 整 系数 线性 组 合生 
成 的 子 集合 4, KARE. 

因为 我 们 在 上 面 已 经 得 出 从 基本 权 到 单 根 的 变换 和 盾 阵 为 
Cartan 矩阵 ,所 以 A, 在 A 中 的 指标 等 于 Cartan 矩阵 行列 式 的 
绝对 值 ,也 就 是 ,[A:A,]= |detA |。. 我 们 在 下 面 的 表格 中 列 出 
这 个 指标 值 : 

A 
B, 


+1 


L 
2 
2 
4 
Es 3 
2 
1 
1 
1 


§5.6 Weyl 特征 与 维 数 公式 


设 入 为 一 个 整 支配 权 ,V(AX) 是 最 高 权 为 入 的 有 限 维 不 可 约 
gh. 对 于 任意 一 个 pEr ,我 们 定义 
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Va) =1vE VA)| rv= p(x)v, yzE 引 . 
如 果 V(1) .天 0, 那 么 p 称 为 是 V(X) 的 权 , 子 空间 VA), BA 
是 V(4) 的 权 子 空间 . 权 子 空间 VA), 的 维 数 称 为 是 权 7 在 
V(A) 中 的 重 数 ， 我 们 希望 算出 所 有 的 权 w 在 V(A) 中 的 重 数 
dimV(A),, » 
我 们 把 权 格 A WATE IZ [ALA A 生成 的 群 
环 . 我 们 定义 V(4) 的 形式 特征 为 
chya) = 2udimV (A), elu). 
这 里 的 eE A) 组 成 加 [A] 的 一 组 基 , 而 且 满 足 
e( ps )e( pr) =e( pi + p). 
因为 名 [A j] 是 一 个 整 环 , 我 们 无 妨 假 定 避 [A ] 已 经 媒人 在 它 的 分 
式 域 之 中 . 下 面 的 公式 就 是 定义 在 2 14] 的 分 式 域 上 ,这 个 公 
式 是 由 H.Weyl 发 现 的 . 
定理 (Weyl 特征 公式 ) 最 高 权 为 4 的 有 限 维 不 可 约 表示 
V (4) 的 形式 特征 为 
DSen(w)e(w(a + 6)) 


chya) = * 21 Sen(w)el wd) ’ 
这 里 的 5= 立 乙 。 是 所 有 正 根 之 和 的 一 半 ， 


acer 

Weyl 特征 公式 以 及 后 面 的 Weyl 维 数 公 式 的 证 明 可 以 在 
[Huj 中 找到 . 

例 设 o=x(2,C). PRR REST mA1, 
这 里 的 m 为 非 负 整数 。 因 为 = 性 bazan Weyl 特征 公 
式 给 出 
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YSegn(mw)e(mw(m + 1)a;) 

h _aEw 

CAV 5 Sen( wel wà) 
wew 


因为 Weyl # W = {1， Sq, | 是 由 二 个 元 素 组 成 的 群 , 而 且 有 
Sgn(1) = 1,Sgn(s,,)= -1 所以， 
hytong y= É AY = c= Gn +1)41) 
1 e(Ay) ~ e(- ay) 
elà)” t-e) Ot) 
7 e(Ay) ~ e(a)! 
=e(Ay)™+e(Ay)™ tetel)” 
=e(ma,) + e((m-—2)Ay) + + e(- maj). 
ORB màj, (m -—2)A1,°°, — ma, HE V mA) PRA 
AL ,而 且 每 一 权 出 现 的 重 数 是 1 . 
我 们 可 以 从 Weyl 特征 公式 推出 下 面 的 Weyl 维 数 公式 . 
定理 (Weyl 维 数 公 式 ) 设 V(X) 为 最 高 权 为 4 HARE 
不 可 约 8 模 ,那么 V(A) 的 维 数 是 
IT (A+6,a) 
dm V A) =" aay 
al ® 


Weyl 维 数 公式 还 有 一 个 稍微 不 同 的 形式 .我 们 知道 每 一 
个 正 根 都 是 单 根 的 非 负 整 系数 的 线性 组 合 ,也 就 是 说 对 任意 一 
个 aE ,都 有 


L 
a= Zkia; ,Ri 扬名 »k;=20 . 


同样 任何 一 个 整 支配 权 也 是 基本 权 4 的 非 负 整 系数 线性 组 合 ， 
也 就 是 说 我 们 有 


L 
A= OmaAi, m CL , m; >0 . 
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设 a 为 一 个 长 度 较 短 的 单 根 , 记 


如 果 a; 也 是 短 根 ， 那么 1; =1; 如 果 a; 为 长 根 ,那么 除非 4 Ay, 
L=2 Æ 05y, a; 又 是 长 根 时 ,1;=3 . 在 以 上 这 些 定义 下 ,我 
们 得 出 ， 
Saul (m; +1) 
dimV(A)= II 二 o 
aED Dki: 

例 1) 设 9= si(3,C )。 则 有 单 根 集 I= |a a2), ERR 
= {a1, a2, al + az) 。 这 时 有 ei1=e2=1. 设 整 支配 权 A= 
721A1 十 m2A2 . 那么 

dimV(A) = (my + 1)( m2 + Dmi+t m2 +1). 

2) Bazy 为 例外 李 代 数 . 则 有 单 根 集 百 = lana). 设 
a, 为 短 根 . 正 根 集 OA 6 TIER, 

B+=|a,aa1ta,2a1 + a,3a1t+ a2,3a1 + 209}. 

这 时 有 14,=1,1,.=3 。 设 整 支配 权 和 = mA, + mà MBA 
dim V(A)= Å (omy + 1)(m +1) Cony + m + 2)(2my 


+ m2+3)(3m, + m+ 4)(3m, +2m,+5). 
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§6.1 基本 表示 


Hg WEFR, AL A 为 8 的 基本 权 ， 对 于 i=1， 
…,1, 最 高 权 为 A; 的 有 限 维 不 可 约 表 示 VODIH g 的 基本 表 
示 。 如 果 这 些 基本 表示 已 知 ,那么 9 的 任意 一 个 有 限 维 不 可 约 
表示 都 可 以 在 基本 表示 的 张 量 积 中 得 到 ， PA= mitt 
mà 为 任意 一 个 整 支配 权 , 那 么 最 高 权 为 A 的 不 可 约 表 示 
V(X) 是 下 面 基本 表示 张 量 积 的 一 个 子 模 : 

VADE O VAND OV ANS" DVO . 


我 们 先 来 描述 典型 复 单 李 代数 的 基本 表示 . BE 9 为 典型 音 
李 代数 ,8 可 以 是 A,B C Di 型 中 的 任意 一 个 BATH § 4.7 
中 知道 ,6 同 构 于 某 些 Xn 矩阵 组 成 的 李 代数 ,这 个 n 可 以 由 
下 列 图 表 确 定 : 


g 
Ay i+ si (i +1,C) 
Bı 214+1 so(21+1,C) 
C; 21 sp(2l ,© ) 
D; 21 so(21,C ) 
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因此 ,4 在 C 中 有 一 个 自然 表示 ,6 中 元 素 在 C 叶 的 作用 就 是 矩 
阵 在 线性 空间 C 上 的 变换 ,这 个 表示 的 最 高 权 为 A . 也 就 是 说 
V(41) 为 维 数 是 n 的 自然 表示 .9 的 其 他 基本 表示 都 可 以 在 
VA) MKB PHBA, RA oln) H ERRER. FER 
示 要 用 到 Clifford 代数 来 构造 ,我 们 将 在 本 章 后 三 节 中 详细 
讨论 . 
为 简明 起 见 ,我 们 用 V 来 代表 的 自然 表示 . 设 T(V) 为 
V 的 张 量 代数 ,也 就 是 
TCV) =COVO(VOVA(VOVOVIO-- 
设 I 为 T(V) 中 由 所 有 vOv E VERK IOLRA, EN 
ACV)= TCV)VI 为 商 代 数 . 我 们 称 人 (V) 为 V 的 外 代数 . 
我 们 有 以 下 分 解 : 
ACV) S= AVDA VDA VO DA" (V), 
其 中 Ai(V) 是 TT (VI ERRA T(V 中 的 像 . 设 
vl AeA vE A i( V) 是 vh Ov; E Ti(V) 在 商 代数 中 的 像 ， 
我 们 可 以 定义 g 在 人 A'(V) 上 的 作用 使 之 成 为 一 个 g 模 ,着 rE 
9, 则 有 
rly Ae Aou =r A Auto + vA A rv;. 
其 中 和 ?CV) 尘 C 是 9 的 平凡 表示 , A (VSV Bg MARR 
示 BATE ACV) AS i ROPE. 如果 own 是 V 的 一 组 
基 , 那 么 vy Ao N vi(j1<…<< 交 ) 组 成 人 i(V) 的 一 组 苦 , 所 以 
我 们 得 出 
dma (7) ri 
我 们 就 利用 g HARRER REA 9 的 其 他 基本 表示 . 
Al 型 : 设 8 为 Al 型 复 单 李 代 数 ,那么 它 的 自然 表示 的 
外 军人 入 'V)(i=1,…,7) 给 出 了 9 的 所 有 基本 表示 .， 
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Bi 型 : 设 9 为 B 型 复 单 李 代 数 ,那么 它 的 自然 表示 V 的 外 
每 AiV)G=1… 1 -1) 都 是 6 的 基本 表示 . 9 还 有 另外 一 个 
基本 表示 V(X ) 不 在 这 些 外 害 之 中 ,这 个 基本 表示 维 数 为 2°， 
我 们 称 之 为 半 旋 表示 , 它 是 由 Clifford 代数 构造 出 的 ,我 们 将 在 
$6.4 中 详细 讨论 ， 

Ci 型 : 设 9 为 Ci 型 复 单 李 代 数 ,那么 除了 在 i ==0,1 时 
A'(V) 不 是 9 的 不 可 约 表示 .对 于 1 委 ;i 魏 e 一 1 ,我 们 有 以 下 两 
个 g 模 同 态 : 

g: ATIVA ICV), 

p: NIVA V). 
这 里 的 p 是 一 个 单 同 态 ,% 是 一 个 满 同 态 . 我 们 得 出 下 面 的 
分 解 

AiTl(V)=KergOImg(i=1,.…,! -1). 
而 在 和 i*1(VV) 中 的 Kerg 给 出 了 自然 表示 之 外 的 另外 7 一 1 个 
基本 表示 ， 

D, 型 : 设 8 为 Di 型 复 单 李 代 数 , 那 么 它 的 自然 表示 的 外 竺 
Ai(V)(i=1,…,1 一 2) 给 出 1~2 个 9 的 基本 表示 . 9 还 有 两 
个 基本 表示 Vlar- M VARRE V 的 外 老 中 得 出 ,它们 的 
构造 也 要 用 到 Clifford 代数 . 这 两 个 表示 维 数 相等 ,都 是 271!， 
被 称 作 是 6 的 半 旋 表示 。 详细 的 构造 将 在 $6.4 中 给 出 . 

例外 李 代 数 ” 设 9 为 五 个 例外 单 李 代数 之 一 . 设 V(w) 是 
维 数 最 小 的 一 个 9 的 基本 表示 . 那么 9 的 其 他 的 基本 表示 都 是 
V(o) 张 量 赛 的 子 模 . 这 个 结论 虽然 有 不 少 表示 论 的 专家 知 
道 , 但 是 却 不 容易 在 表示 论 的 文献 中 找到 . RITE BEA F 
面 的 定理 ,其 证 明 将 推迟 到 第 九 章 中 给 出 ， 

定理 KR V(w) 是 例外 单 李 代 数 % 的 维 数 最 小 的 非 平 凡 表 
示 -. 那 么 6 的 任何 有 限 维 不 可 约 表示 都 是 Vlo) RTE 
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的 子 模 . 


根据 我 们 在 $4.6 中 对 Dynkin 图 的 标号 ,上 面 的 基本 权 w 
可 以 出 现在 下 面 的 图 表 中 ， 


g w dim V (w) 
e6 Ai+A6 27 

e7 Ar 56 

eg Ag 248 

$a À4 26 

Q2 Ay 7 


我 们 现在 给 出 所 有 单 李 代数 g 的 基本 表示 的 维 数 . 我 们 将 
这 个 维 数 标 在 其 Dynkin 图 中 基本 权 所 对 应 的 单 根 上 . 


(A) o — o ~~ o o 
1 2 l-2 l-1 l 
21+1 121+1 2l+1 21 2! 
(Bi) ED) Ci) Cr) 
I o o o o o 
2 l-2 l-1 = l 
2 21 21 21 21 
aor (3) -1 Gida) (EGS) 
o — o o gz o 
1 2 l-1 l 
2l 21 21 21-1! 
2 S (Pa (3 ek 
(Dd) 9 —— 9 o 一 -一 o 
N 22-1 
1 2 l-3 l-2 a 


3 


27 a,  ， 
3) 6) 27 
2912 

o — o | o io} o 
(Fr) 133 8645 365750 27664 1539 56 
这 里 维 (133) _ _ (56) _ _ 
eee 8645 = ( 33 ) - 133, 1539 =( ©) - 1, 27664 = 


(3$) - 56, 365750 = (28) _ (36), 


这 里 的 d1=3875, d ; = 147, 250, ds=3875, d=6, 899, 079, 264, 
d s = 146, 325, 270, d«=2, 450, 240, d ; = 30380 = ( 


248) 
2 + 
d s = 248. 

52 1274 273 26 

F. o 一 一 o = o o 
(F) 2 3 4 
14 

(G2) o -和 到 o 

1 2 
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$6.2 Clifford 代数 


我 们 在 上 一 节 中 提 到 ,除了 so(n,C ) 的 半 旋 表示 之 外 , 复 
单 李 代数 6 中 的 基本 表示 都 可 以 在 维 数 最 小 的 基本 表示 V 的 
张 量 寡 中 得 到 .而 半 旋 表示 的 构造 需要 用 到 Clifford 代数 . 

BV 为 定义 在 实数 域 或 复数 域 上 的 线性 空间 , 设 Q 为 定 
义 在 V 上 的 对 称 双 线性 型 .包含 V 而 又 是 由 V 和 Q 生成 的 
Clifford 代数 CCV,Q) 是 一 有 单位 1 的 满足 下 列 关 系 的 结合 
RE: 

v'v=Q(v,v)1, VvEV. 
这 个 等 式 给 出 的 条 件 与 下 面 等 式 给 出 的 条 件 等 价 : 
viwtwv=2Q(v,w)l, Yv,wEV. 
这 二 个 条 件 的 等 价 性 可 以 用 我 们 在 $4.1 中 用 到 的 所 谓 极 化 过 
程 来 证 明 , 在 § 4.1 我们 用 它 证 明了 李 代 数 定义 中 的 (二 ) 与 (i)” 
两 个 条 件 等 价 . 

Clifford 代数 可 以 定义 为 满足 上 面条 件 的 通用 代数 .也 就 是 
说 ,如 果 五 是 一 个 有 单位 的 结合 代数 ,而且 存在 一 个 线性 映射 
j: VE 满足 条 件 

j(v)=Q(v,v)1,YvEV. 
或 者 满足 等 价 的 条 件 

j(o)j(w) t+ jCw)j(v) =2Q(v,w)1, Vu, wEV, 
那么 一 定 存在 着 惟一 的 代数 同 态 9:C(V,Q)—E Bo Èj 
的 扩张 . 

Clifford 代数 可 以 用 类 似 构 造 外 代数 的 方法 得 到 , 设 T(V) 
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AV 的 张 量 代数 ， 

T(V) =CIDVOVEVOA(VOVOVIQ:-. 
BI=HV,Q)A T(V) HGR v@v- Q(v, v) (vE VE 
成 的 双边 理想 .定义 C(V ,QQ@) 为 商 代数 Tv) I.A CCV, 
Q) 具 备 上 面 所 要 求 的 通用 性 质 ,因而 是 我 们 想 朗 的 Clifford 
代数 ， 

命题 设 een 为 V 的 一 组 基 , 那 么 ee Gis 
<j) Bim be 1 构成 C(V ,QQ) 的 一 组 基 . 因 此 ， 

dimC(V,Q)=(")+(T) + + )=2". 

证 明 ; 因 为 ee + ee; 二 2Q(ei,e;)1, 所 以 ej ,ei Gi j2 
<…<j) 再 加 上 单位 元 素 1 的 线性 组 合生 成 CC(V,Q) .我 们 
还 需要 证 明 这 些 向 量 是 线性 无 关 的 . 设 Fe CCV, QQ) 中 由 至 
Zk TV 中 元 素 相 乘 的 线性 组 合生 成 的 子 空间 ,那么 CCV, 
Q) 可 以 用 Fi 过 滤 ,也 就 是 有 

C =FSEPFSPFS…SEF=CCOV,Q)， 

而 且 F,/F,— TF SP RBC AP CV) .实际 上 如 果 Q 是 一 个 
恒 为 0 的 二 次 型 ,那么 CC(V,Q) 同 构 于 外 代数 人 《Y) .这 就 证 
明了 ,dimC(V,Q) =2” .也 就 得 到 下 面 2 TAM le, ee | 
jis <j;} ULL REAM. 

因为 I(V,Q@) 是 由 度数 为 偶数 的 元 素 生 成 ,这 就 诱导 出 在 
Clifford 代数 C=C(V,Q)=T(V)/ICV, Q) EN —TR 2 的 
级 配 . 设 C ”为 C 中 由 偶数 个 V 中 元 素 的 乘积 所 张 成 的 子 空 
闻 , 设 C 为 C 中 由 奇数 个 V 中 元 素 的 乘积 所 张 成 的 子 空间 . 
那么 C+ 是 一 个 维 数 为 2 的 C 的 子 代数 ,而 C 则 是 C? 
WIR. 

因为 Clifford 代数 C 是 结合 代数 , 它 还 确定 了 一 个 李 代 数 ， 
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李 插 号 的 定义 就 是 [a ,bg=oBg-s(a,5EC). 


$6.3 so(n,C ) 在 Clifford R% h RRA 


我 们 将 分 二 步 来 构造 so(n ,C ) 的 半 旋 表示 : 

ORTEK soln, CAE Clifford 代数 C BMBF ARK 
C 之 中 ,这 一 步 将 在 本 节 完 成 ; 

(在 下 一 节 中 我 们 确定 Clifford 代数 与 某 个 矩阵 代数 的 
同 构 ,由 此 得 出 半 旋 表示 . 

BV An 维 复线 性 空间 , Q 为 定义 在 Y 上 的 一 个 非 退化 
二 次 型 ,从 线性 代数 的 知识 可 以 知道 所 有 这 样 的 二 次 型 除了 相 
差 一 个 数 乘 之 外 都 是 等 价 的 .虽然 这 个 数 乘 并 不 重要 ,为 了 方便 
计算 我 们 还 是 选 定 一 个 二 次 型 ， 

我 们 定义 李 代数 xo(V) 如 下 : 

so(V)={X€End(V)|Q(Xv,w) + Q(v,Xw)=0,V v0, 
wEV}. 
我 们 下 面 将 需要 对 V OER n 分别 为 偶数 和 奇数 分 开 讨 论 . 先 
假定 n=2m 为 偶数 ,这 时 我 们 可 以 选取 V 的 一 组 基 e],…,e， 
使 得 

Q(ei,en+i)=Q(entise) =1 (i=1,,m), 
而 且 
Q(e;,e,)=0, MR jAi=m. 
设 "= zlel+…+xznen AV 中 任意 一 个 向 量 ,那么 二 次 型 Q 
可 以 写成 
Q(v,v) =2( rT1Tm+1 + TTm+2 t+ LmL2m)s 
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也 就 是 说 , Q 对 应 的 矩阵 为 


因此 ,so(V) 同 构 于 so(2m ,C ) ,也 就 是 所 有 满足 下 列 条 件 的 
2mX2m 复 矩 阵 组 成 的 复 单 李 代 数 ; 
AT + TA:=0. 
再 假定 n=2m +1 为 奇数 ,我 们 选 定 V 的 一 组 基 使 得 二 次 型 Q 
对 应 的 矩阵 为 
1 0 0 
0 0 Inl. 
0 In 0 
因此 ,so(V) 同 构 于 so (2m +1,G ), 也 就 是 所 有 满足 下 列 条 件 
的 复 矩 阵 所 组 成 的 复 单 李 代数 : 
AT+T4:=0. 

对 我 们 来 说 ,用 so(V) 对 于 构造 半 旋 表示 更 为 有 利 .我们 现在 
来 证 明 人 2*(V) 与 (V) 有 一 个 明确 的 同 构 

12 ”我 们 用 下 面 的 映射 将 李 代 数 so(V) 等 同 于 人 ?(V). 

N2(V)>90(V), aħbar. (a,bEV) 
这 里 的 ps 是 V 的 自 同 态 ,定义 为 

Ganev) =2Q(b,v)a-2Q(a,v)b. 
证 明 很 容易 验证 我 们 有 下 列 等 式 : 
QCpAe(z),w)+Q(Co, pans(w))=0. 
由 此 得 出 , ,AsE so(V). 不 难看 出 ,e; Aem+; 所 映射 到 自 同 态 
weAe， 可 以 用 斜 对 称 矩 阵 2E, -2En+,am+) 来 表示 .所 以 上 述 
映射 是 一 个 同 构 .我们 还 需要 知道 在 上 述 映 射 下 所 对 应 的 
A*(V) 中 的 李 括 号 ,这 一 点 可 以 由 下 面 的 计算 得 出 : 
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T= 


[Panes Pena l(v)= PanocGeralv) 
= PenadoPans V) 
=2¢.,(Q(d,v)c- Q(c,v)d) 
-2¢.na(Q(b,v)a- Q(a,v)b) 
=4Q(d,v)(Q(b,c)a- Qla,c)b) 
-4Q(c,v)(Q(b,d)a- Q(a,d)b) 
-4(Q(b,v)a-Q(c,a)d) 
+ Q(a,v)(Q(d,b)c- Q(c,b)d) 
=2Q(b,c) gna(v) -2Q(b,d)9,n-(v) 
-2Q(a,d)g.n,(v) +2Q(a,c) ps(v). 
由 此 可 知 ， 
[aNb,cNd]=2Q(b,c)aNd-2Q(b,d)aNc 
-2Q(a,d)cAb+2Q(a,c)dAb. 
(6.3a) 
这 就 确定 了 A?*(V) 中 的 李 括 号 . 
命题 ”以 下 定义 的 映射 %:A2(V) 一 C(V,Q)， 
vlaNb)=5(a+b~ b-a)=a-b- Q(a,6) 
是 一 个 李 代数 同 态 ,显然 y 的 像 包 含 在 C(V,Q) 的 偶 子 代 数 
C!+ 之 中 . 
证 明 我 们 先 来 计算 Clifford 代数 C(V ,QQ@) 所 生成 的 李 代 
数 中 的 李 插 号 : 
[lab,crdl=abrcrd—cd'a'b 
=(2Q(b,c)a'd -a'c'b'd) 
- (2Q(a,d)c:b -cad*b) 
=2Q(b,c)ad—- (2Q(a,d)c'b -acd'b) 
-2Q(a,d)c:b+ (2Q(a,c)d:b -ac"d*b) 
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=2Q(b,c)atd-2Q(a,d)crb 
~2Q(a,d)c°b+2Qla,c)d°b. 
再 与 (6.3a) 中 人 2(V) 的 李 插 号 进行 比较 ,我 们 就 得 出 少 是 一 
个 李 代 数 同 态 . 


$6.4 半 旋 表示 


我 们 延 用 上 一 节 的 记号 .我 们 先 来 考虑 当 n=2m 为 偶数 
时 so(n,C ) 的 半 旋 表示 . 设 V= WOW AV 的 迷 向 子 空间 分 
解 ,也 就 是 说 二 次 型 Q 限制 在 子 空间 WW 或 W' 都 恒 等 于 零 . 用 
我 们 在 上 一 节 中 选取 的 V 的 一 组 基 , 迷 向 子 空间 可 以 表示 为 
W=C fej, ren A W =C lem+13° s€2m t+ 
命题 V 的 迷 向 子 空间 分 解 V= WOW 确定 了 以 下 代数 
同 构 
C(V,Q)=End(A W), 
HPAW=COWDA WO DAW AW 的 外 代数 ， 
证 明 一 个 从 C(V,Q) 到 玉 =End( 信 W) 的 代数 同 态 等 
价 于 定义 一 个 从 V BIE 的 映射 p ,并 满足 条 件 
pv) pw) + p(w) p(v) =2Q(v,w)1, VYv,wEV. 
因为 V 有 迷 向 子 空间 分 解 V= WOW ,所 以 我 们 可 以 将 p 看 
作 是 在 两 个 迷 向 子 空间 上 的 以 下 两 个 映射 的 直 和 , pi: WE 
和 pz: W 一 EE ,而 且 满 足 
pi(w) =0, p(w} =0, (w€ W,w EW’) 
并 且 还 满足 
ow pA + pw )gi(w) =2Q(w,w’)1,(wE W,w' EW). 
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对 于 任意 的 zwE 砚 , 我 们 定义 L,EE 为 人 W 上 的 一 个 左 乘 映 
射 ,也 就 是 说 ， 
L(x)=wAzxr, VrEAW. 

对 于 任意 的 OCW* ,我 们 定义 DsEE 为 人 W 上 的 一 个 导 子 ， 
它 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(i)Dg(1) =0; 

(ii) Dow) = 0(w)E A W=C ,forwE W= AW; 

(ii) Dalz Ay) = Dila) Ny + (-1)9® r A Dey), Yz, 
yEAW. 
更 明确 地 说 ,对 于 Wi,…, WW ,我 们 定义 


Dj(w, A A w) = >) 06w) (wi A A wi A A w). 
i=} 


我 们 可 以 利用 Q 得 到 W 和 W: 的 一 个 一 一 对 应 ,并 且 定 义 
pi(w)= Ly, p(w )= Da, 

这 里 的 6 由 9(w)=2Q(w,w ) 来 确定 ,我 们 可 以 验证 这 样 定 
XK pl 和 gz 满足 上 面 所 要 求 的 条 件 ,这 就 完成 了 命题 的 
证 明 . 

利用 上 面 命题 所 证 明 的 同 构 CCV, Q)=End( A W), RAN 
可 以 把 人 W 看 作 是 C(V ,QQ) 模 .我 们 可 以 把 外 代数 入 W 分 解 
为 奇偶 两 部 分 的 直 和 

AW=A*WOA-W. 
显然 C(V ,QQ@) 中 的 偶 子 代数 C1 保持 这 个 分 解 ,这 就 得 出 
C*=End( A+ W)@End(A~ W). 
因此 有 
so(V)CC' End( A * W)@End( A` W). 
这 样 我 们 就 得 到 了 so(2m,C ) 的 两 个 表示 人 ?7W 和 人 W .这 
两 个 表示 都 称 为 是 so(2m ,C ) 的 半 旋 表示 ,它们 的 直 和 八 W ix 
81 


为 是 so(2m ,C ) 的 旋 量 表示 . 

下 面 我 们 再 来 考虑 当 n =2m +1l 为 奇数 时 so(n,C ) 的 半 
旋 表示 ,这 时 我 们 有 以 下 分 解 

V= WOW ac, 
其 中 W 和 W’ 都 是 V 中 mx 维 的 迷 向 子 空间 .用 上 一 节 中 选 定 的 
V 的 一 组 基 ,我 们 可 以 得 出 : 
W=C le, sent}, W =Clemstis ez 
EE V 的 分 解 中 出 现 的 1 维 子 空间 C 是 由 ezw+i 张 成 .类 似 于 
n 为 偶数 的 情形 .我 们 也 可 以 证 明 存 在 下 面 的 同 构 
C(V,Q)=End( A W)@End( A W’). 
这 时 Clifford 代数 CCV, Q ) 中 的 偶 子 代数 C+ 同 构 于 End( A 
W)=End( A W). ARITE E 
so(V)CC*=End( A W). 

这 样 就 得 到 了 so(2m +1,C ) 的 一 个 半 旋 表示 八 W， 
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第 七 章 ” 紧 李 群 导 引 


$7.1 流 形 与 切 空间 


我 们 要 用 到 光滑 流 形 的 概念 来 定义 李 群 .一 个 n EME X 
是 一 个 局 部 同 胚 于 欧 氏 空间 了 "的 拓扑 空间 ,也 就 是 说 ,X 中 任 
何 一 点 工 都 有 其 一 个 邻 域 U SR PHT W 同 胚 ,这 些 
FIRE p: U>W 称 为 流 形 X 的 坐标 卡 . 
一 个 n 维 的 光滑 流 形 是 一 个 选 定 了 坐标 卡 的 流 形 , 而 这 些 
选 定 的 坐标 卡 pa: U > W EOR DAW E FIRI: 
(i) UU,=X; 
Gi) 对 于 任意 的 a 和 8, 下 面 的 过 渡 映 射 
Pap = Pp° Pa 3 Pal Ua N Up)—> ppU N Up) 
是 光滑 映射 ,也 就 是 无 穷 次 可 微 的 .这 些 采集 起 来 的 坐标 卡 称 为 
是 流 形 X HAA. 
例 1) 欧 氏 空间 RR" 是 一 个 光滑 流 形 . 
2) 我 们 现在 来 考虑 3 维 欧 氏 空间 环 中 的 单位 球面 
={(z,y,z) EIR | zx +y +z =1| 
是 一 个 光滑 流 形 ， 
我 们 可 以 用 以 下 六 个 开 集 覆盖 S: 
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U= x,y,z) |xz>0/NS?, 
Us= (x, 9,2) |2<0}Ns?, 
U3= {(£,y z) y>0 NS, 
Us= |(z,y, z) y<0i Ns’, 
U; = i(x,y,z)|2<>0}1NS?, 
Us= {(z,y,2)/2e<0}ns?. 
我 们 可 以 这 样 选取 坐标 卡 qi: U; >W CRS 
gilr ysz)=(y;z), pa(z,y:z)=(y,z), 
galz, ysz)=(z,z), palaz,y,z)=(2,2), 
ps(z,y,z)=(x,y), pelz, ysz)=(z,y). 
所 有 的 过 渡 了 映射 都 是 光滑 的 ,例如 
e3(y,z)=((1-3?- 27)!7, zx)。 
3) EH 0(3) 是 这 样 定义 的 
0(3)= {AE M3(R)IAA=1), 
CEE Ma( 了 及 ERT 9 BHI Pi. RT . 
U= {AEO(3)|det(A+1)0}, 
则 有 一 个 一 一 对 应 : 
9:U>W= so(3, 民 )= {3x3 RRR EEE SR 
这 个 映射 p 的 定义 是 
ọ(A)=(A+I)(A+1I)+. 
这 样 O(3) 可 以 由 开 集 {gU| ,gE€ O(3) 履 盖 . 其 实 我 们 只 
让 g 取 值 为 以 下 8 个 对 角 和 矩阵 中 的 一 个 
+1 
aa 


g7 


+1 
就 可 以 得 到 一 个 坐标 卡 ,ps:gU>W,qg,(A)=p(g-1A)! 
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FREAR D(3) 的 一 个 图 册 
多 流 形 都 是 以 欧 氏 空间 的 子 流 形 的 面目 出 现 ,就 像 RR**! 
维 球面 5” 一 样 .光滑 流 形 的 概念 可 以 看 作 是 光滑 曲线 
i 形 ) 和 光滑 曲面 (2 维 流 形 ) 的 推广 ,可 以 证 明 , 所 有 光滑 
上 可 能 人 更 高 维 的 欧 氏 空间 .但 是 ,并 非 所 有 的 流 形 都 像 球 
自然 地 在 欧 氏 空间 中 出 现 , 实 的 射影 空间 就 是 一 个 例子 ， 
| 1) 实 射影 空间 正职 " 是 由 所 有 经 过 原点 的 及 * 中 的 直线 
REPR 中 的 一 个 点 可 以 用 不 全 为 零 的 z 个 齐 性 坐标 
,Za) 来 表示 .如 果 A 是 一 个 非 零 实数 ,那么 (MAzl,，…， 
Z1 Ty) RDP R" PR-TSA.K U; 是 下 面 定义 的 
) 中 的 子 集 
U; = {Cxi 2) 12; 40}, 
JURAT p; 是 既 单 又 满 的 一 一 对 应 


(zis my In) = (zz 1， "s i-i zt, Xi+1 zi), nt, 
). 
Lif 
1 A 
eC ays", Tn 1) =F Caps tts tine Ly este ty Biss 


SE UIE gi( Ui U) ERE RB a Rea a 
zE—tn-1 维 光滑 流 形 . 

) 我 们 可 以 推广 实 射 影 空 间 以 定义 Grassmannian 流 形 
取 ), 这 是 一 个 由 取 "” PHAR 维 子 空间 组 成 的 集合 . 
R”) 中 的 一 个 点 W, ERER 中 一 个 & 维 子 空间 ,可 以 用 
Xk 而 且 秩 为 & 的 矩阵 z 来 表示 ,这 个 矩阵 的 列 向 量 组 
SE W 的 一 组 基 . 如 果 4 是 一 个 kX& 的 可 道 和 矩阵 ,那么 
x 对 应 于 Gri (iR") 中 同一 个 点 ,我 们 这 样 定义 Gr OR") 
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一 个 图 册 ; 设 S 为 {1,2,…,n| 中 由 个 元 素 组 成 的 子 集 , 用 U, 
HRA Gr, (RR") 中 所 有 的 甜 阵 x 满足 由 对 应 于 S 的 个 行 和 所 
有 上 PAAR FRE xy WA HE. RRA ps: zl 一 
Xz51! 定义 了 一 个 从 Us BRA (n—k) Xk ERRES 
间 的 一 一 对 应 ,这 是 因为 rest 中 对 应 于 S 的 行 与 所 有 列 组 成 
的 矩阵 是 一 个 单位 矩阵 ,过 渡 映 射 是 一 个 从 ps (Us Ur) 到 
pr (Us UT) 的 映射 , 它 可 以 写成 
psr:x|>(atbr)(ct+dr) !, 


其 中 Xn 矩阵 人 s Jiems 的 行 换 为 对 应 于 本 HERE 


REE, RNS a 为 左上 角 的 (n 一 上 ) Xk TER, b 为 右上 角 
的 (n 一 k)x(n 一 上 ) 子 矩阵 ,c 为 左下 角 的 & Xk TEE, d HH 
下 角 的 x(n 一 k) 子 矩阵 .这 就 得 出 过 滤 映 射 是 光滑 的 ,也 就 
证 明了 Gr, (R) AHR HWE. 

在 ” 维 光 滑 流 形 X 上 的 每 一 个 点 z ,我 们 都 可 以 定义 一 个 
切 空间 T,X, 这 是 一 个 n 维 的 实 线性 空间 .我们 上 面 提 到 任何 
光滑 流 形 X BATRA KS IRN , 切 空 间 TX 可 以 看 作 是 了 RN 
中 的 子 空间 ,我 们 考虑 所 有 的 光滑 曲线 

¥:(-¢€,e)>2x,vyO)=2. 

切 空间 T,X 就 是 由 所 有 切 向 量 (0) 构 成 的 了 RN 中 的 线性 子 
空间 . 

例 1) 欧 氏 空间 取 * 在 任何 一 点 的 切 空间 都 间 构 于 实 线性 
Z ER . 

2) 设 X=S- 为 3 维 欧 氏 空间 中 的 2 维 球面 ,那么 在 EX 
的 切 空间 就 是 S 在 z 这 一 点 的 切 平面 ,这 个 平面 的 法 向 量 就 
是 自 原点 到 z 的 向 量 . 

3) RX=O(3) 2H 3x3 的 正 交 矩阵 生成 的 群 ,我 们 知道 
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X 是 一 个 光滑 流 形 .X 在 单位 元 素 的 切 空间 TX 是 由 3x3 斜 
IERARH 3 维 线性 空间 .X 在 任意 一 点 gEO(3) 的 切 空 
间 就 是 gT.X .为 了 证 明 这 一 点 ,对 任意 一 个 斜 对 称 和 矩阵 A 我 
们 定义 
att Ards Aan. 
AAA =~-A, MUA 与 A 交换, 我们 得 到 
(Ay eg = gt pa gh HAH 
因此 有 eA OX .这 样 Y(1) = ge 定义 了 一 条 曲线 满足 
y:R>X,y(0)=g,y (0)=gA. 
这 就 证 明了 TX 是 由 斜 对 称 和 矩阵 生成 的 线性 空间 .现在 设 光滑 
曲线 y 满足 
Y:(-£,£)>X,y(0)=g, 
那么 我 们 对 XY，yY= 了 两 边 同 时 求 导数 ,就 得 到 
y (0)g+g'y’ (0)=0. 
因为 g =g-!, 所 以 由 上 式 可 以 得 出 g-171(0) 是 一 个 斜 对 称 第 
阵 . 这 就 证 明了 TXCgTX ,又 因为 TAX AleX 的 维 数 相 等 ， 
这 两 个 线性 空间 只 有 相等 . 


§7.2 李 群 与 李 代 数 


一 个 李 群 是 一 个 光滑 流 形 G 具有 一 个 光滑 映射 G x G 一 

G ,而 这 个 映射 作为 乘法 运算 使 G 成 为 一 个 群 .我 们 也 可 以 这 

样 定义 李 群 ;一 个 李 群 是 一 个 群 G 具有 光滑 流 形 的 结构 ,并 且 

它 的 乘法 映射 GX G>G,(g,h)|>~gh F5RRHG>G', 
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gig ! 都 是 流 形 上 的 光滑 映射 . 

下 面 的 定理 用 来 确定 李 群 十 分 有 效 ,定理 的 证 明 可 以 在 
[Waj 中 找到 (定理 3.42). 

定理 设 G 为 一 个 李 群 ,HH 为 G 的 任意 一 个 闭 子 群 .那么 
H 有 一 个 惟一 的 光滑 流 形 结 构 使 得 它 成 为 一 个 李 群 . 

例 一 般 线性 群 GL(n ,RR). 这 个 群 由 所 成 n x n 可 道 实 
矩阵 组 成 , 它 是 由 所 有 的 n x n 实 矩 阵 组 成 的 线性 空间 中 的 一 
个 开 集 . 它 的 光滑 流 形 的 结构 可 以 利用 和 抢 阵 元 作为 坐标 来 得 到 , 
因为 矩阵 的 相 乘 与 求 逆 都 可 以 表示 为 矩阵 元 为 变量 的 分 式 多 项 
式 ,也 就 是 说 是 光滑 映射 .更 确切 地 说 , 设 zi 为 n x n 矩阵 上 取 
值 为 第 ; 行 第 7 列 盾 阵 元 的 坐标 函数 ,如 果 o, cE GL(n,R), 
那么 xlor !) 是 zw(o) 和 xy (cr) MAK BR, MH AEA A 
零 . 这 就 证 明了 (c,r)1 一 or ! 是 一 个 光滑 映射 ,由 此 得 出 
GL(n IR ) 是 一 个 李 群 。 

2) 特殊 线性 群 SL(n,R). 这 是 由 行列 式 为 1 的 实 和 矩阵 组 
成 的 群 。 因 为 它 是 GL(n, 民 ) 的 闭 子 群 ,所 以 它 也 是 一 个 李 群 . 

3) EZR O(n). 这 是 由 所 有 正 交 和 矩阵 组 成 的 群 ,也 就 
是 说 ， 

O(n) ={AEGL(n,R)|AA=I}. 
这 也 是 GL(n RR ) 的 闭 子 群 ,因此 是 一 个 李 群 .我 们 记 SO(n) 
= O(n) 门 SL(n, 展 ), 显 然 SO(n) 也 是 李 群 . 
BM 为 光滑 流 形 .M 的 切 从 T(M) 定 义 为 
T(M)= UTM . 
从 切 从 T(M) 到 流 形 M 有 一 个 自然 投影 映射 
xz:T(M)>M，x(v)=xz, 如 果 wvE TM . 
可 以 证 明 T(M) 有 一 个 由 M 诱导 出 的 光滑 流 形 结构 ,因此 
T(M) 也 是 一 个 光滑 流 形 . 
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B y: (a,b) >M AM 上 的 光滑 曲线 ,一 个 沿 曲 线 y 的 向 量 
场 X 定 义 为 一 个 提升 y BIA T(M) 的 映射 XX:(a,65)->T(M) 
满足 r。X=7 .一 个 定义 在 M 中 开 集 U 上 的 向 量 场 X 是 一 个 
从 LU 到 切 从 TCM) 的 提升 ,也 就 是 一 个 映射 X: U-~T(CM) 满 足 
x°。 久 = 在 UU 的 恒 等 映 射 . 
如 果 X AY 都 是 定义 在 M 上 的 向 量 场 ,那么 X SY 的 李 括 号 
[X,Y]= XY 一 YX 也 是 M 上 的 一 个 向 量 场 . 容易 验证 ,这 样 
定义 的 李 括号 满足 [X,Y]j= -[Y,X] 和 Jacobi 恒等式 
(CX, Y],Z]+({Y,Z],X]+[[Z.X], y]=0, 
对 所 有 M 上 的 向 量 场 X,Y,2Z 都 成 立 . 因此 ,M 上 的 向 量 场 
组 成 一 个 李 代数 . 
如 果 M AN 都 是 光滑 流 形 ,那么 一 个 光滑 映射 f: MN 
就 诱导 出 切 空间 上 的 线性 映射 dr:TM 一 TrayN (EM). 
设 G 为 李 群 ,g 为 G 中 一 个 元 素 , 由 g 定义 的 左 平移 映射 L。 
G 一 G ,x >gr 是 一 个 光滑 的 可 道 映射 .因此 L 诱导 出 切 空 
间 上 的 一 个 同 构 dL, : T GTG. RINK G 上 的 向 量 场 X 
是 左 不 变换 ,如 果 它 满足 对 所 有 的 EG, 
dLs° X=X° 1,. 
我 们 用 小 写 的 德 文 字母 9 表示 所 有 G 上 左 不 变 向 量 场 的 全 体 ， 
可 以 通过 计算 得 出 
dLe[l X,Y]=[dLgr, dLyy]. 
因此 ,g 对 李 括 号 是 封闭 的 ,所 以 g 为 李 代 数 , 我 们 称 g HER G 
的 李 人 代数。 因为 8 中 的 向 量 场 都 是 左 不 变 的 ,我 们 可 以 建立 一 
个 g 到 TG 的 一 一 对 应 ,所 以 作为 线性 空间 来 说 ,g 与 TG 
同 构 . 
例 1) 欧 氏 空间 RR* 在 向 量 加 法 的 定义 下 是 一 个 李 群 。 它 
的 左 不 变 向 量 场 也 就 是 
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| Sa; 2 lai er|=| (a +n) 
PERT RRR SANS. 
2) 一 般 线性 群 GL(n ,及 ) 的 李 代 数 是 由 所 有 nX n KEE 
组 成 的 集合 gl (n ,及 ), 李 括号 的 定义 是 [A,B]= AB--BA. 
因为 矩阵 的 加 法 和 数 乘 都 可 以 分 别 在 每 一 个 矩阵 元 上 进行 ,所 
以 我 们 可 以 把 gl (n, R) BYE n? 维 欧 氏 空间 . 前 面 曾 经 提 到 
GL(n , 展 ) 作 为 妈 (2, 退 ) 中 的 一 个 开 集 ,是 由 行列 式 不 等 于 零 
的 矩阵 组 成 的 , 它 的 光滑 流 形 结 构 是 这 样 得 到 的 : 令 zy 
gl(n, 民 ) 上 取 值 为 第 i 行 第 7 列 的 矩阵 元 的 坐标 函数 ,如 果 o, 
TEGL(n, R), BA xj, (or !) 是 zu(o) 和 zu(T) 的 分 式 多 项 
式 且 分 母 不 为 零 . 也 就 是 说 ,(c,z) >or 1! 是 一 个 光滑 映射 ， 
这 就 得 到 GL(n , 民 ) 上 作为 李 群 的 光滑 流 形 结构 . 
现在 设 GL(n , 民 ) 的 李 代 数 是 9, 我 们 要 证 明 9 gilin, R) 
同 构 . 设 a; Tgl(n, 恨 ) 一 gl(n, 民 ) 为 这 样 一 个 映射 , 它 把 
gl(n , 民 ) 在 单位 矩阵 e 这 一 点 上 切 空 间 中 的 每 一 个 切 向 量 对 
应 于 gl(n, 民 ) 中 的 一 个 和 矩阵 ,这 是 一 个 自然 的 对 应 ,也 就 是 
说 ,如 果 vET,gli(n sR), BA 
a(v)j=v(2zy). 

因为 T.GL(n, IR) = Tgli(n ,及 ), 所 以 存在 一 个 自然 映射 
Big>gl(n,R),B(X)=a(X(e)) (XEQ). 

这 个 映射 8 显然 是 一 个 线性 空间 的 同 构 . 我 们 要 证 明 p 而 且 

是 一 个 李 代数 的 同 构 . 我 们 只 需要 验证 
B([X,Y])=[B(X),B(Y)]} (VX,YEQ). 

如 果 g,hEGL(n,R), BA 
(x ° Lg)(h)= zi(gh)= dra lg) ay lh). 

因为 Y 为 左 不 变 向 量 场 ,所 以 我 们 得 出 
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(Y(2y))(g) = dL Y.) (ay) = ¥-(ay ° Ly) 
= Deeg) Ye zy)= rk(g)al Ye), 
= Dre g) BOY Jy. 
那么 BX, Y)) MBG, 7) 个 矩阵 元 为 
BUX, Y]}),=(X, Yl(zs) 
= X,( Y(2x;)) 一 ¥.CX(z,)) 
= D(X. (rh Yy — YeC xin) BCX) y) 
= 2 (A(X) af Y ) aj — BOY) #B(X),,) 
=[B(X), BC Y)],. 
这 就 证 明 6 为 李 代数 同 构 ， 
3) 设 V 是 一 个 n 维 实 线性 空间 . 设 End(V) 为 V 到 自身 
的 所 有 线性 变换 构成 的 线性 空间 , 设 Aut V)SEnd(V) A V 
到 自身 的 所 有 可 逆 的 线性 变换 构成 的 群 。 如 果 我 们 定义 对 于 
End(V) 任 意 两 个 元 素 p,y， 
[e.pl=p°y-yrg, 
那么 End(V) 是 一 个 李 代 数 . 假如 我 们 固定 V 的 一 组 基 , 那 么 
就 可 以 得 到 一 个 End(V) 与 gl (n,RR) 的 同 构 ,这 个 同 构 将 
Aut(V) 映 射 到 GL(n, R). 也 就 是 说 ,Aut(V) 作 为 End(V) 
的 一 个 开 集 可 以 像 GL(n ,及 ) 在 gi(n ,了 到) 中 一 样 有 一 个 光滑 
流 形 的 结构 . 因此 ,Aut(V) 是 一 个 李 群 ,其 李 代 数 是 End(V). 


§7.3 指数 映射 


一 个 联系 李 代 数 9 SER G 的 途径 是 指数 映射 , 它 可 以 通 
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过 G 的 单 参数 子 群 来 定义 ,这 个 单 参数 子 群 是 指 一 个 群 同 态 
2p: 肥 一 C， 

命题 ”对 于 任何 李 群 G ,都 有 一 个 G 的 切 空间 TG AG 
的 单 参数 子 群 的 一 一 对 应 . 

证 明 如 果 G 是 一 般 线 性 群 GL(n ,及 ), 那 么 这 个 一 一 对 
应 是 


AE gi(n,B)|<—+| galt) = e^: RG . 
对 于 任意 的 一 个 李 群 G ,一 个 群 的 同 态 p: 了 及 ->G 确定 了 一 个 
切 向 量 p!(0)ETeG . 反之 , 设 AE TG ,我 们 可 以 用 左 平移 定 
XG 上 的 一 个 切 向 量 Xa(g)= qdL,A ,我 们 需要 证 明 X, AE 
一 的 解 曲线 p: 取 一 G,p(0)=e, 而 且 p 是 一 个 群 同 态 。 
由 常 微 分 方程 的 理论 可 知 存在 一 个 局 部 解 

p:(-€,e)>G, 
这 里 的 es>0, 而 且 这 个 解 是 惟一 的 .9 在 它 所 定义 的 范围 内 满足 p 
(+5)=op(t)p(s), 这 是 因为 上 F>elt+a) 与 上 Holt)o(xz) 都 
是 Xa 在 上 =0 取 值 为 p(w) 的 解 ,由 解 的 惟一 性 可 知 两 者 必 相 
F. 我们 还 必须 证 明 p 在 整个 实数 域 上 都 有 定义 . 设 :ER， 
那么 当 n 足够 大 时 gp( 艺 )” 就 有 定义 ,这 样 p(z) = 9()” 就 
有 定义 ,这 是 因为 这 时 值 与 ”的 选取 无 关 ,也 就 是 说 

PGY =e =o) 

指数 映射 

exp: T, G>G 
定义 为 

exp(z) = px(1), 
其 中 px 是 对 应 于 X 的 单 参数 子 群 . 因此 ,指数 映射 是 将 0 映 
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到 e, 而 且 其 微分 为 ge= Tog 到 TG = 9 上 的 恒 等 映射 的 惟一 的 
从 9 到 G 的 映射 . 
例 1 G=GL(n,R), WH g=gl(u,R). EA XE 
gl (n RR), FRR 
oo xX 
exp(X)=e = Ba. 
2)RG=SL(n,R). G 的 李 代数 9 是 由 迹 为 零 的 全 体 n 
Xn 实 和 矩阵 组 成 的 线性 空间 ,这 是 因为 det(e'*)= et), 
可 以 证 明 ,如 果 G 是 一 个 紧 致 李 群 ,也 就 是 说 作为 流 形 G 
是 紧 致 的 ,那么 指数 映射 exp:9->G 是 一 个 满 射 对 一 般 的 李 
群 来 说 ,指数 映射 既 不 是 单 的 ,也 不 是 满 的 . E, hE ARGE 
理 可 知 ,在 G 的 单位 元 素 e 的 邻 域 上 存在 着 指数 映射 的 逆 映 
射 , 我 们 用 符号 “log” 来 表示 这 个 局 部 定义 的 逆 映 射 . 
例 ve G=GL(n,R),gEG. BA 


log(g) =(g- N- a, 


这 是 一 个 n Xn 实 和 矩阵 ,ljog(g) 在 g 充分 靠近 G 的 单位 元 工时 
才 有 定义 . 

定理 WER GAH 的 李 代 数 分 别 为 96 和 3 . 

(DMR gp:G 一 日 是 一 个 李 群 的 同 态 , 那 么 dp:9 一 9 是 一 
个 李 代 数 同 态 ， 

GDR G 是 连通 的 ,从 G 到 五 的 两 个 李 群 同 态 p,y 满 
Edp=dp,BRA p=. 

Guik G 是 单 连通 的 ,而 且 存 在 一 个 李 代 数 同 态 pg, 
那么 一 定 存在 惟一 的 一 个 李 群 同 态 9:G 一 日 ,使 得 dp =yY . 

我 们 略 去 定理 的 证 明 , 读 者 可 以 参阅 [Waj 中 定理 3.14， 
3.16 和 3.17, 从 而 找到 详细 证 明 . 
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Ado 证 明了 任何 一 个 李 代数 都 可 看 成 是 某 个 gl Cn IR) 
子 代 数 (参阅 [Jp199]) ,这 就 得 出 任 给 一 个 李 代数 9, 都 存在 一 
个 李 群 G 使 得 G 的 李 代数 就 是 6 .再 根据 上 面 定 理 的 第 (证 ) 
条 我 们 有 以 下 集合 之 间 的 一 一 对 应 : 


五 不 同 构 的 李 代数 | -| 到 人 和 


设 V 为 实 的 或 复 的 线性 空间 . HR B=(-,) HELE V 
上 的 一 个 二 次 型 . RMA Ap(V) 表 示 由 所 有 保持 B 的 V 的 自 
同 构 组 成 的 集合 ,也 就 是 说 ， 
Ap( V)= {a€EAut(V)I(a(v),a(w)) 
=(v,w),Vv,wE VI. 
我 们 用 ap(V) 表 示 由 二 次 型 B 的 导 子 组 成 的 集合 ,也 就 是 说 ， 
ap(V)= | pEEnd( V)I(Y(v),w) 
+(v, J(w))=0,Yv,wEV|, 
命题 Ap(V) 是 Aut(V) 的 一 个 闭 李子 群 ,其 李 代 数 是 
ap(V). 
证 明 设 gp,JEap(V), 那 么 就 有 
(gp pjw, v0)= (pw, v0) — (ppw,v) 
= — (pw, pu) + (pw, go) 
=(w, dou) — (w, po) 
=-(w,le,g]v), 
也 就 是 说 
(Le, ¢]w,v)+(wile,¢]v)=0. 
HLH, ]€ al V), AM zp(V) 是 End(V) 的 李子 代数 . 
根据 $7.2 中 的 定理 ,Ap(V) 是 Aut(V) 的 闭 李 子 群 , 设 其 
李 代 数 为 a ,我 们 需要 证 明 a = cg(V). 
设 久 Ea, 则 有 exp(tX)€ Ap(V), 也 就 是 
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(exp(tX)v,exp(tX) w)=(v,w). 
我 们 在 上 式 中 对 t 求 导 再 令 1=0, 这 就 得 出 
(Xv,w)+(v,Xw)=0, 
因而 XE ap(V). 这 就 证 明了 a 和 ap(V)， 
反之 , 设 XEap(V)。. 为 了 证 明 XEa, 我 们 需要 证 明 
exp(eX)E Ag(V)(tER). 我 们 可 以 将 二 次 型 B 扩充 到 VOV 
E, EX X EB 上 的 作用 为 
(XB)(v,w)= (Xv,w) + (v,Xw). 
这 个 作用 可 以 表示 为 
X °B=B°AX@1+1@X). 
因此 得 到 
X" °B =B ( X@1+1@X)", 
所 以 有 
eXoB=B og! (X@1+1@X) | 


因为 X691 51QX EVQV 上 的 作用 是 交换 的 ,我 们 得 出 
eXoB =B oet (X81) ogt(I@x) 
= B o(e*@1)o(1@e*) 
= B~(e*Qe*). 
这 就 得 到 
(e*oB)(v,w) =(e%*v, ew). 
AY XEapg(V), 所 以 有 
X°B=0 WA X"*°B=0 (n21). 
由 此 得 出 
(ev, eX w) = (e*eB)(v, w) = (id °B)(v,w) 
=(v, w). 
这 就 证 明了 XEa、 
例 用 上 面 的 定理 可 以 确定 许多 李 群 的 李 代 数 ， 
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1) 正 交 群 O(n ) 的 李 代 数 是 
so(n) = |X€ gl(n,R)|X+X=0}, 
也 就 是 所 有 斜 对 称 矩 阵 组 成 的 集合 . 
2) # sp(2n,R ) 的 定义 是 
sp(2n,R)={AEGL(2n, R)I AJA =J}, 


其 中 了 = “， o) 这 是 GL On ,及 ) 中 的 闭 李子 群 ,其 李 代 
数 是 
sp(2n,R)= {XE gl(2n,R)|XJ+JxX'=0}. 
一 般 复线 性 群 GL(n,C ) 可 以 嵌 和 人 一 般 实 线性 群 GL (2n， 
及 ) 中 成 为 其 闭 子 群 . 设 A+BEGLOn ,月 ), 其 中 A,BE 
GL(n, IR) PRARNTE MRA 
A 2) 
-B A 
不 难 验证 这 是 一 个 单一 的 群 同 态 映射 . 因此 GL(n,C ) 是 一 个 
李 群 ,现在 我 们 列 出 GL(n,C ) 的 一 些 李 群 及 其 李 代 数 ， 
例 1) 西 群 U(n) 定 义 为 
U(n)={AEGL(n,C)l AA =I}. 
它 的 李 代数 是 
u(n)={AEgl(n,C)|A+A‘=0}, 
也 就 是 由 所 有 反 Hermitian 窍 阵 组 成 的 集合 . 
2) 特 殊 复 线性 群 SL(n,C ) 定 义 为 
SL(n,C)={AEGL(n,C)|detA=1}. 
它 的 李 代 数 是 
sl(n,C)= {AE gl(n,C) |traceA =0}, 
也 就 是 由 所 有 和 迹 为 零 的 复 矩 阵 组 成 的 集合 、 
3) 复 正 交 群 O(n,C ) 定 义 为 
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| 


O(n,C)={AEGL(n,C)|AA‘=1}. 
它 的 李 代数 是 
so(n,C)={AEgl(n,C)|At+A‘'=0}, 
HE A BS ARES 


§7.4 齐 性 空间 


正 像 一 般 的 群 的 概念 是 在 人 们 对 变换 群 充分 认识 的 基础 上 
建立 起 来 的 , 李 群 的 概念 起 源 于 连续 变换 群 。 如 果 一 个 李 群 在 
一 个 拓扑 空间 上 的 作用 是 传递 的 ,那么 这 个 空间 就 称 为 齐 性 
空间 . 

A 1) 欧 氏 空 间 了 及 "中 的 单位 球面 S"- :是 一 个 在 正 交 群 
O(n ) 作 用 之 下 的 齐 性 空间 . 

2) 欧 氏 空间 C" ROH BR BS?" -1 是 在 酉 群 U(n) 作 
用 之 下 的 齐 性 空间 . 

3) 实 射影 空间 WR" -是 一 个 在 特殊 正 交 群 SO(n) = O(n) 
们 SL(n ,了 及 ) 作 用 之 下 的 齐 性 空间 . 

4) 复 射影 空间 PC" 踢 一 个 在 特殊 西 群 SU(n)=U(n) 站 
SL(n,C ) 作 用 之 下 的 齐 性 空间 ， 

SH H ALYE, ERREX H = {zxz€EC lIm(z)>0|. 
那么 五 是 在 SL(2, 取 ) 作 用 之 二 的 齐 性 空间 .SL(2, 了 肥 ) 中 的 一 


mami ° tem 
z >(az+ b) cz+ d). 


6) BER? Alon), RNS MA |00] 生成 
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的 格 为 ZuoiG2Zv2 RAR FAAFOE. RL 
FAIR? 中 所 有 的 格 生成 的 空间 ,这 是 一 个 GL (2, 取 ) 作 用 之 下 的 
齐 性 空间 . RNAP OZ. HABE WR v 和 v2 
张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 为 1, 由 所 有 的 么 模 格 构成 的 空间 Li 
是 上 的 一 个 子 空间 ,Li1 是 在 SL (2, 民 ) 作 用 之 下 的 一 个 齐 性 
空间 . 

7)Grassmannian MIÉ Gr, IR” ) 是 在 GL(n ,及 ) 作 用 之 下 的 
齐 性 空间 。 它 也 可 以 看 作 是 O(n ) 作 用 之 下 的 齐 性 空间 ,这 是 
因为 Gr, (了 Ra" ) 中 任何 一 个 点 ,也 就 是 RR" 一 个 维 子 空间 都 有 一 
组 标准 正 交 基 ,而 且 这 个 有 维 子 空间 的 标准 正 交 基 可 以 扩充 为 
IR” 的 标准 正 交 基 ， 

如 果 一 个 群 G 在 一 个 集合 X 上 的 作用 是 传递 的 , 设 G 在 
某 一 点 zxo 的 迷 向 子 群 为 H, ERE H= |g€EGlg*zxo= zol， 
BAX 与 五 在 G 中 的 左 陪 集 有 着 一 一 对 应 的 关系 ,也 就 是 gH 
一 gzo BUT G/H 与 X 的 一 一 对 应 . 我 们 记 之 为 GZLHSX . 
我 们 对 上 面 的 例子 逐一 找 出 迷 向 子 群 ， 

1) 球 面 S*”! 衬 O(n)/O(n 一 1)。 我 们 可 以 取 zo AIR" 中 
Sn 个 标准 基 向 量 6, ,那么 O(n ) 的 迷 向 子 群 为 O(n 一 1). A 
理 我 们 可 以 得 出 S" ! 空 so (nn)/so(n 一 1). 

2) 球 面 S71 衬 U(n)/U(n 一 1)。 我 们 可 以 取 ro AC 中 
Bn 个 标准 基 向 量 e,,U(z) 的 迷 向 子 群 为 U(n 一 1)。 同 理 可 
以 得 出 S27-1=SU(n)/SU(n -1). 

3) 实 射影 空间 BER" SO(n) /O(n -1). 

4) 复 射影 空间 PC" SU(n)/U(n-1). 

S$) 上 半 平 面 HSL(2,R)/SO(2). 我 们 可 以 取 xy =i, 
SL(2,R ) 的 迷 向 子 群 为 SO(2)， 

6) IR? 中 所 有 格 构成 的 空间 LGL (2, R)/GL(2,Z7),}# 
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子 空间 LISSL(2,R )/SL(2,2Z). 
7)Grassmannian 流 形 Gr, (IR” ) 守 GL(n, 民 Vou (k, n-k). 


这 里 的 GL(&E n-k) GL(n,R) 中 形状 为 ( * 
生成 的 子 群 .我 们 还 可 以 得 出 


Gre (R= 04) x On 一 有 
一 种 特殊 的 齐 性 空间 G/H 是 这 样 确定 的 , 设 G 的 自 同 构 
a 是 一 个 对 合 ,也 就 是 说 a =1, 令 互 为 w 的 不 变 子 群 , 亦 即 H 
= |g€Gla(g)=g|}. 这 样 得 到 的 齐 性 空间 G/H 称 为 是 对 称 空 
间 。 我 们 上 面 讨论 的 例子 中 除了 6) 之 外 ,其 他 的 都 是 对 称 空间 ,对 
称 空间 已 经 有 完全 分 类 ,这 个 分 类 对 于 表示 论 和 几何 都 很 重要 . 


| ase 


x 
x 


§7.5 紧 李 群 与 极 大 环 面 


设 G 为 紧 致 李 群 ,我 们 简称 为 紧 李 群 。 我 们 可 以 定义 在 G 
上 的 积分 . 为 了 在 可 定向 的 流 形 G 上 积分 ,我 们 只 要 在 G 上 
每 一 点 g 定义 一 个 体积 元 ,也 就 是 定义 在 TG 中 的 一 个 BR 
性 形式 .这 里 的 n 是 流 形 G 的 维 数 . 我们 不 妨 先 选 定 在 单位 
元 素 上 的 值 w, ,然后 再 用 左 平移 定义 在 其 他 点 g 上 的 值 ws € 
T,G ,这样 就 给 出 了 一 个 左 不 变 的 测度 ,这 个 测度 除了 相差 一 
个 常数 倍 之 外 是 惟一 确定 的 ,我 们 进一步 可 以 固定 这 个 常数 使 
得 G 的 体积 [el = 1 . 这 个 测度 称 为 Haar WE. KER G 的 
Haar 测度 同时 在 右 平 移 下 也 是 保持 不 变 的 ,这 是 因为 G 中 一 
ATH h 的 右 平移 变换 对 于 积分 的 作用 是 乘 以 一 个 正 实数 
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k(h), 这 就 得 到 一 个 群 的 同 态 p:GoRt. 由 于 G 是 紧 致 的 ， 
映射 jy 一定 是 一 个 平凡 映射 ,否则 w 的 像 给 出 恨 * 中 的 一 个 非 
平凡 紧 子 群 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

SE 设 G 为 中 心 只 有 有 限 个 元 素 的 连通 李 群 , 设 G 的 
ERRA o. 那么 G 是 紧 李 群 的 充分 必要 条 件 是 g 的 Killing 
HBC, EMER. 

证 明 我 们 先 选 定 v 上 任意 一 个 正定 的 内 积 ,因为 G 是 
紧 致 的 ,通过 用 G 上 的 积分 来 平均 就 得 到 一 个 在 G 的 伴随 作用 
之 下 不 变 的 内 积 . 这 里 的 伴随 作用 是 通过 对 G 在 G LHR 
作用 求 微 分 得 到 的 G ETG 上 的 表示 ,也 就 是 G 在 go 上 的 表 
mA. 由 于 上 述 内 积 在 G 的 作用 下 不 变 ,那么 作为 微分 ad (zxz) 在 
go 上 的 作用 对 应 于 斜 对 称 和 矩阵 A= (ai ) ,当然 我 们 要 选 定 一 组 
标准 正 交 基 才 有 相应 的 矩阵 . 这 样 就 有 

B(X,X)=T(4"4)= Yaa; = ~ Xa,’ <0, 
由 此 得 出 Killing 型 是 负 定 的 . 

反之 , 设 g 的 Killing 型 B ÆREN, AT -B E g 上 定义 
了 一 个 G 不 变 的 正定 内 积 . G/Z(G) 是 % 的 自 同 构 群 Aut(go) 
中 包含 单位 的 连通 分 支 ,因而 它 是 SO(n ) 的 一 个 闭 子 群 ,这 里 
的 ndimgo ， 又 因为 Z(G) 是 有 限 的 ,所 以 G 是 紧 致 的 . 

设 g 为 复 李 代数 ,一 个 实 李 代数 % 称 为 是 9 的 实 形式 ,如果 
它 满足 kC =g . 反之 , 设 g 为 实 李 代数 ,我 们 称 复 李 代数 0 
=C 为 实 李 代数 o 的 复 化 .如 果 gg 是 复 李 代数 g 的 一 个 
实 形式 ,那么 一 定 存在 一 个 6 的 对 合 , 也 就 是 一 个 阶 为 2 的 自 同 
构 c:9->0, 使 得 oo=g" ,这 里 % 表示 9 中 在 o 作用 下 不 变 的 元 
素 . 我 们 只 需要 定义 o 为 下 列 映射 :XCOz FF 一 XCz(XEg，z 
EC )、 显然 这 个 对 合 是 复 共 轿 线性 的 映射。 因此 若 要 找 出 8 
的 所 有 实 形式 ,我 们 只 需要 找 出 互 不 相同 的 复 共 纯 线性 的 对 合 . 
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一 个 复 李 代数 9 的 实 形式 % 称 为 是 紧 实 型 ,如 果 go 是 一 个 
紧 李 群 的 李 代数 ,这 也 等 价 于 oo 上 的 Killing 型 是 负 定 的 . 

命题 设 % 为 复 单 李 代数 ,那么 一 定 存 在 6 的 一 个 紧 实 
Fg. ， 

it 在 证 明 6 的 紧 实 型 存在 之 前 ,我 们 先 证 明 9 至 少 有 一 
个 实 形式 g .对 于 任何 一 个 单 根  , 设 X。E g。 为 所 对 应 的 根 
子 空间 的 生成 向 量 , X_。 为 8-。 的 生成 向 量 , 令 H = [X。， 
X-a] WA H; 为 Cartan FRR y 中 的 元 素 , 而且 


| His Xa ,六 -| 生成 一 个 子 代数 (2,C )， 我们 可 以 定义 go 为 
由 所 有 X, , 互 ,X-。 生 成 的 实 李 代数 . 因为 任何 一 个 正 根 都 是 
单 根 的 非 负 整 系数 线性 组 合 ,我 们 可 以 确定 
|H;,X.€G.,X-2&G-«| 

是 实 李 代数 go 的 一 组 基 ， g 的 Cartan FIRM yw 是 由 
[有 H!,…,H,| 实 系数 线性 组 合生 成 .我们 一 旦 选 定 了 一 个 @ 的 
Cartan 子 代 数 9, ABA go 的 Cartan 子 代数 w SE. E 
g 的 实 形式 g 也 在 同 构 的 意义 下 确定 ,这 是 惟一 的 一 个 使 Car- 
tan FARR vo TE do 上 的 作用 都 是 实 特征 根 的 实 形式 ,我们 称 之 
为 分 裂 实 型 ， 

证 明 ”我们 证 明 可 以 从 分 裂 实 型 gy 出 发 得 到 一 个 紧 实 型 
9。， 设 对 应 分 裂 实 型 go 的 8 的 对 合 为 ao . 因为 4 有 下 列 根子 空 
间 分 解 4= yD UCX, ,所 以 存在 惟一 的 一 个 由 映射 aH-> 一 a 诱 
导出 的 6 的 自 同 构 p, 使 得 g*= id ,而 且 p 是 复线 性 的 ,将 7 映 
到 w,X。 RIX. 显然 这 个 自 同 构 是 与 o 交换 的 , $ r= go 
=o9 Ag 和 ce 的 复合 ,那么 + 是 复 共 轿 线 性 的 对 合 . Ro, Ag 
中 r 的 不 动 点 ,那么 ge 的 Cartan 子 代数 为 9.= 闻 =iw . 因为 
所 有 的 根 在 m 上 取 实 值 ,所 以 a Œy 上 取 值 为 纯 虚 数 . 
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我 们 还 需要 证 明 6. 的 Killing 型 B 是 负 定 的 . BH Killing 
型 在 y. 上 是 负 正 定 的 ,这 是 因为 a Ey, 上 取 值 为 纯 虚 数 . 再 
者 ,因为 

a(H)B(X,, Xe)= B([H,X, |],Xg) 
= — B(X,,[H, Xz] 
= ~ B(H)B(X, , Xa), 
所 以 我 们 得 出 
BCXe,Xp)=0 (a+ B40). 
Bo 为 任意 正 根 ,X MY 分 别 为 根子 空间 ga A 9-。 的 生成 向 
#,$ H=[X, Y], WA iH, X,Y ÆR o 的 一 个 同 构 于 
5 (2,G ) 的 子 代数 . 这 个 子 代数 显然 在 一 映射 下 映 到 自身 .我 
MEL 为 这 个 子 代数 中 < 的 不 动 点 ,我 们 只 需要 证 明 g 的 
Killing 型 B 在 1。 上 是 负 定 的 ,我 们 可 以 选取 1 的 生成 元 为 
iH,U=X-Y,V=iX+iY. 
对 于 UAV 的 任意 线性 组 合 Z = aU + 6bV ,我 们 得 到 
ad(Z)°ad(Z) 

=(a+ bi)?ad(X)ead(X) — (a? + 67) (ad (X)ead (Y) + 

ad( Y)ead(X))+(a-bi)*ad( Y)ead(Y). 

由 于 ad(X)ead(X)4§ ad Y)°ead (Y) HBAS MWA 
T,(ad(Z)ead(Z)) = -~ (a° + 6’) T,(ad(X)ead(Y)). 
通过 直接 计算 可 知 对 应 于 X(2,CG ) 的 n 维 不 可 约 表 示 ,ad(X) 
oad(Y) 在 互 的 权 为 w 的 子 空间 上 的 作用 是 乘 以 (xn 一)(n+ 
一 2)/4 . 因此 ,B(Z,Z) 一 定 为 负 , 除 非 Z=0 . 这 就 证 明了 
B 是 负 定 的 . 最 后 ,我 们 可 以 看 出 上 述 从 o 得 出 9 的 过 程 是 可 

逆 的 ,因而 得 到 紧 实 型 9 是 惟一 的 ， 

A 给 定 复 李 代数 6 的 某 个 实 形式 g 和 它 相对 应 的 9 的 对 

合 o, 从 上 面 命题 的 证 明 我 们 知道 ,存在 一 个 与 o 交换 的 6 的 对 
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合 z, 使 得 r 的 不 动 点 为 紧 实 型 6。. 因为 r(oo)=%, 所 以 我 们 可 
以 将 r 限制 在 go 得 到 go 的 一 个 对 合 , 这 个 对 合 称 为 go 的 Car- 
tan 对 合 。 以 下 的 分 解 

go = koDPo 
称 为 Cartan 分 解 ,其 中 ko 和 po 分 别 为 z 的 特征 值 为 1 和 一 1 的 
特征 子 空 间 ， 紧 实 型 可 以 写成 


4c = koPipo bd 
下 面 我 们 列 出 典型 复 单 李 代数 9 的 分 裂 实 型 g0 SREB g.. 
0 So Sc 
Type A sl(n,C ) sln, R) su(n) 


Type B so(2n+1,C) so(nt+1,n) so(2n +1) 
Type C sp(2n,C) sp(2n,iR) sp({2n) 
Type D so(2n,C) so(n,n) so(2n) 


我 们 称 同 构 于 iR* /4 的 李 群 为 环 面 ,这 里 的 为 正 整数 . 
李 群 G 的 子 群 工 称 为 极 大 环 面 ,如 果 T 是 一 个 环 面 而 有 旦 不 存 
EG 中 其 他 的 环 面 使 得 T 生 TT . 

定理 设 G 为 连通 的 紧 李 群 ,那么 G 中 任意 两 个 极 大 环 
mT ST RELY, HAC 中 任意 一 个 元 素 都 包含 在 某 个 
极 大 环 面 之 中 .也 就 是 说 ,存在 EG, E T = gTg 而 且 有 

G= Yale 

上 述 定理 对 李 群 的 结构 理论 和 表示 论 都 十 分 重要 . 例如 利 
用 这 个 定理 ,我 们 可 以 证 明 连 通 的 紧 李 群 的 指数 映射 是 满 射 . 
在 这 里 我 们 只 证 明 在 G = U(n) 为 西 群 时 定理 成 立 , 对 于 一 般 
群 的 证 明 , 读 者 可 以 参阅 [BD] 第 四 章 第 一 节 . 

证 明 设 G= U(n) WARE G 的 一 个 极 大 环 面 工 . 
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显然 工 是 G 中 一 个 极 大 交换 子 群 ,事实 上 G 的 任意 一 个 交换 
FRR T 的 某 个 子 群 ,这 一 点 可 以 从 所 有 的 西 和 矩阵 都 可 
以 对 角 化 而 互相 交换 的 西 矩 阵 可 以 同时 对 角 化 得 到 . 同样 的 证 
明 也 适用 于 正 交 群 O(n). 
设 工 为 紧 李 群 G 的 极 大 环 面 .的 正规 化 子 群 定义 为 
N(T)= {gE€GlgTg '=T}. 

我 们 称 商 群 NCT)/T=W AG 的 Weyl #, Weyl 群 是 一 个 有 
限 群 ， 
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第 八 章 ” 紧 李 群 的 表示 


§8.1 紧 李 群 的 表示 


紧 李 群 的 表示 理论 是 在 数学 与 理论 物理 许多 分 支 中 刻画 对 
称 性 的 有 力 工具 . 紧 李 群 的 有 限 维 表示 与 有 限 群 的 表示 有 很 多 
相似 之 处 ,我 们 甚至 可 以 将 两 者 合 在 一 起 讨论 ,将 有 限 群 作为 紧 
李 群 的 某 种 特例 . 在 本 书 中 我 们 先 讨论 有 限 群 的 表示 ,其 目的 
是 使 初学 者 容易 接受 . 
一 个 李 群 G( 并 不 只 限于 紧 李 群 ) 在 一 个 有 限 维 复线 性 空 
AV 上 的 表示 定义 为 G 在 V 上 的 一 个 连续 的 线性 作用 
Xn:GXV>V. 
也 就 是 说 对 任意 的 vEV,g >x(g)v 是 G 到 V 的 连续 映射 ; 
并 且 对 每 一 个 gE€G,xr(g):vF>x(g)wv 都 是 V 上 的 线性 变 
换 . 因 为 群 G 在 集合 V 上 的 作用 应 该 满足 
m(e)=id,x(gh)=x(g)x(h) (g,hEG), 
所 以 GEV 上 的 表示 x 是 一 个 连续 邮 态 x:G->GL(V). 实际 
上 可 以 证 明 如 果 r 是 连续 的 ,那么 它 一 定 是 光滑 的 (参阅 [K IH 
论 3.16)。 我 们 经 常 称 G 的 一 个 表示 为 G E. 
李 群 G 在 V 上 的 表示 称 为 是 忠实 的 ,如 果 对 应 的 群 同 态 
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r:G 一 GL(V) 是 单一 的 ， 李 群 G 的 不 可 约 表 示 的 概念 类 似 于 
相应 的 有 限 群 或 李 代数 不 可 约 表示 的 概念 ,也 就 是 说 是 不 含有 非 
平凡 G 不 变 子 空间 的 表示 。. 下面 关 于 不 可 约 表示 的 Schur 引 理 
将 经 常用 到 , 它 的 证 明 与 G 为 有 限 群 时 的 证 明 相似 (参阅 $2.1). 

Schur 引 理 设 x:G 一 GL(V) 和 x ;G 一 GL(V ) 为 李 群 
G 的 二 个 不 可 约 表示 .如果 存在 着 一 个 线性 变换 T:V 一 六 
使 得 

n (g)T(v)=Tlrlg)v), VgEG,vEV, 

那么 全 一 定 是 一 个 同 构 或 者 是 一 个 零 映射 . 

如 果 我 们 进一步 假设 = ,那么 工 一 定 是 一 个 数 乘 
映射 

李 群 G 的 一 个 表示 (x,V) 称 为 是 西 表示 ,如 果 V 上 存在 
一 个 G 不 变 的 正定 的 Hermitian 形式 ,也 就 是 说 V 上 存在 一 个 
正定 的 Hermitian 形式 (,) 满 足 

(x(g)u,n(g)u)=(u,v) (VYgEG,u,vEV). 

定理 (nr, VARER G 的 一 个 表示 . 那么 V 上 一 定 
存在 一 个 G 不 变 的 正定 的 Hermitian 形式 ， 

证 明 ”这 个 定理 的 证 明 可 以 沿用 $2.1 中 证 明 有 限 群 的 表 
示 都 是 酉 表示 的 方法 . RAEE V 上 任意 一 个 非 退 化 而 且 
是 正定 的 Hermitian 形式 ,然后 通过 在 G 上 积分 将 其 平均 得 到 
一 个 G 不 变 的 正定 Hermitian 形式 . 这 里 的 证 明 只 有 一 点 与 有 
限 群 的 情况 不 同 ,就 是 需要 在 紧 李 群 的 积分 . 

命题 h(x, VARKER G HARB BRA, BWW AV 
的 G 不 变 子 空间 . 那么 W 在 V 中 的 正 交 补 W 也 是 G 不 变 ， 
所 以 V 可 以 分 解 为 二 个 表示 W 与 W 的 直 和 . 

证 明 命题 的 证 明 与 $2.1 中 当 G 为 有 限 群 时 的 证 明 完 
全 相同 . 
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推论 ” 紧 李 群 G 的 任何 一 个 酉 表示 (x, V) 都 是 完全 可 约 
的 , 也 就 是 说 V 可 以 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 . 

设 (r,V) 为 李 群 G 的 一 个 表示 ,我 们 定义 其 对 偶 表示 或 者 
PPR ac" ,V* ) 为 G 在 V 的 对 偶 空 间 V* 上 的 表示 ,满足 

(V,x*(g)*)=(al(g"')V,V"). 
设 v1,…,v AV 的 一 组 基 , ge; = dri (g) 0:5 UL os" 9Un 
FAT RAE, g'u" = sy(g) vi ,那么 就 有 

salg) = (uj, g0/) = (g tvor) = (Erula) oo) 
=ri(g !). 

也 就 是 说 对 偶 表 示 x* WARE x PiX Ah E Re KS g d 
Re. 

E(x, V WER G HT, RAT Ue MARR 
R(x, V) MF: REZA 六 作为 集合 与 V 完全 相等 ,只 是 V 
的 数 乘 运算 是 v LARZA KRYE 

CX V>V,(z,v) lev. 

我 们 称 G 的 两 个 表示 (x,V) 与 (x ,V ) 是 等 价 的 ,如 果 存 
在 一 个 线性 空间 的 同 构 g;:V 一 V ,使 得 

p(x(g)v) =a (g)p(v),( VgEG,vE V). 

引 理 设 V 为 李 群 G 的 西 表示 . 那么 它 的 对 偶 表 示 V* 
SEHRE V Str. 

证 明 设 《,) 为 V 上 的 G 不 变 Hermition 的 形式 ,那么 下 
列 映射 

V>V" ,vi>(,v) 
就 给 出 了 所 需要 的 线性 空间 同 构 . 
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8$8.2 表示 的 Weyl 西 转换 


BG ARERR HERA go. 设 g=oConC 为 实 李 代数 
go 的 复 化 . 我 们 在 $5.5 中 详细 描述 了 复 单 李 代数 的 有 限 维 表 
示 , 而 Weyl 西 转换 则 将 紧 李 群 G 的 表示 与 G 的 复 化 李 代 数 g 
的 表示 联系 在 一 起 . 

如 果 g 是 一 个 复 单 李 代数 ,那么 它 有 一 个 紧 实 型 % . EK 
数 为 % 的 单 连通 李 群 G 是 紧 致 的 .我们 可 以 将 9 的 一 个 有 限 
维 表示 限制 在 9 上 ,再 用 指数 映射 将 % 的 表示 提升 到 G 上 ,这 
就 得 到 一 个 G 的 表示 . 实际 上 ,Weyl 酉 转换 还 将 9 的 不 同 实 形 
式 的 表示 联系 在 一 起 ,我 们 现在 用 g = si(n,C) 为 例 ,注意 到 

sl(n,©) = sl(n,)R) + isl (n, JR) = su(n) +i su(n). 

命题 RV 为 有 限 维 复线 性 空间 . 下 面 任何 一 个 在 V 上 
的 表示 对 应 于 其 他 任何 一 个 表示 ,在 这 种 对 应 下 ,不 变 子 空间 对 
应 于 不 变 子 空间 、 等 价 的 表示 对 应 于 等 价 的 表示 : 

(i) 李 群 SL(n,C) 的 全 纯 表示 ; 

Gi) FH SL(n ,了 及) 的 表示 

(iii) FH SU(n ) 的 表示 ， 

Civ) ERR sl (1, IR) BRA ; 

(v) 李 代数 su (mn) RA 5 

(vi) BARR st (n,C) 的 复线 性 表示 . 

WEAR ”我们 可 以 将 (限制 在 相应 的 子 群 上 得 到 (ii) 或 者 
Gi. 我 们 可 以 通过 微分 从 (记得 到 (iv) 或 者 从 《证 ) 得 到 (v) . 
通过 复 化 我 们 可 以 由 (iv) 或 者 是 (v) 得 到 (vi). 因为 SL(n ,GC ) 
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是 单 连 通 的 ,所 以 通过 指数 映射 我 们 可 以 从 (vi) 得 到 (i) ,这 样 
我 们 从 (0 开始 可 以 经 过 其 他 任何 一 个 表示 再 回 到 (i) ,因为 李 群 
的 同 态 由 其 微分 惟一 确定 . 因此 ,不 变 子 空间 与 等 价 性 在 这 些 
对 应 下 是 被 保持 的 ， 

根据 上 面 的 命题 ,我 们 马上 得 出 SL(n , 退 ) 与 SL(n ,及 ) 的 
所 有 有 限 维 表示 都 是 完全 可 约 的 , SL (Pa,C) 的 全 纯 表 示 也 是 
这 样 . 

西 转变 这 一 术语 的 来 历 是 因为 在 上 面 命题 所 列 ( 证 ) 是 紧 李 
群 的 表示 , 它 一 定 是 一 个 本 表示 . 

表示 的 Weyl 本 转换 对 其 他 形式 的 半 单 李 群 也 成 立 , 读 者 
可 以 参阅 [K] 中 第 五 章 第 三 节 . 

作为 Weyl 酉 转换 的 一 个 应 用 ,我 们 可 以 由 半 单 李 代 数 的 
最 高 权 定 理 得 出 相应 的 紧 李 群 的 最 高 权 定理 . 设 G AREER, 
设 G 的 李 代数 为 ,我 们 用 go= OC 表示 go 的 复 化 ， 设 9 为 
g 的 Cartan FAK, Dt 为 一 个 正 根 集 ,n 是 单 根 集 ,我 们 以 前 
已 经 定义 上 的 线性 函数 是 整 支配 权 , 如 果 它 满足 对 所 有 单 根 
aEr, 都 有 

Uda) Cy,. 


aa) 
定理 (Cartan - Weyl) 设 G 为 单 连通 的 紧 李 群 。G 的 不 
可 约 表示 的 等 价 类 与 复 化 的 李 代 数 6 的 整 支配 权 一 一 对 应 . 
例 设 G= SU(n), 则 有 go= su(n)， 复 化 李 代 数 g = 
sl(n,C). + 
Yo = {Go PAER, 
9 三 加 中 ;0 . 
记 EF, 为 第 (i,j) 个 矩阵 元 为 1, 其 他 和 矩阵 元 为 0 WER. 设 e; 
为 6 上 的 线性 函数 使 得 
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e(r) = hi. 

对 于 9 中 任意 一 个 元 素 吾 , 我 们 有 

(ad H)E;={[H,E;]=(e(H)-e(H))E,. 

所 以 E EME ad HA) WARE, 其 特征 根 为 e(H)— 
e(H). 我 们 称 Ci 一 e) 为 根 , 严 ;为 根 向 量 。 根 集 = le; 一 ej], 
i 隆 j| ， 根 子 空间 分 解 为 

9= XP XE; . 

设 ¢:G+GL(V)A G 在 有 限 维 复 空间 V LHR. 设 
dg :9 一 End(V) 为 p 的 微分 ， 如 果 H,--,H, 是 v 的 一 组 基 , 那 
4 dg (HH;) 是 一 组 线性 变换 ,可 以 同时 对 和 角 化 ， 对 于 任意 一 个 A 
Ey ,定义 

Vi=1|vE€ Vidyg(H)v=A(H)vu,Y HEY). 

如 果 Vi AO, RIM AV 的 一 个 权 , 对 应 的 子 空间 Vy 称 为 权 
空间 . 显然 ,V 只 有 有 限 个 权 而 且 V 可 以 分 解 为 权 空间 的 
HA: 

Ve QV, 


以 上 求 和 是 对 Y 的 所 有 权 . 

SU (n ) 的 不 可 约 表示 的 等 价 类 与 它 整 支配 权 一 一 对 应 ,也 
就 是 与 以 下 集合 一 一 对 应 ; 

[Ans an) AeA, Arte +a, =O}. 

一 般 来 说 , 绝 大 多 数 半 李 代数 的 表示 的 定理 都 可 以 用 不 同 
的 两 种 途径 来 证 明 ,一 种 是 利用 李 代数 的 结构 理论 直接 证 明 , 另 
一 种 则 是 利用 Weyl 酉 转换 而 证 明 其 相应 的 紧 李 群 表示 的 
定理 ， 
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$8.3 SU(2)5 SO(3) 的 表示 


上 一 节 中 所 提 到 的 群 都 是 单 连通 的 ,我 们 自然 要 问 ,如 果 紧 
SRC 不 是 单 连通 ,又 将 如 何 研究 它 的 表示 . 设 G 是 连通 的 ， 


其 李 代 数 为 90, 那 么 G 的 通用 覆盖 群 G 是 一 个 单 连通 的 紧 李 


群 ,G 的 李 代 数 也 是 p. 因而 G 的 不 可 约 表示 可 以 用 整 支配 权 
作 参 数 来 刻画 . HG 同 构 于 商 群 G/Z, 其 中 Z 是 一 个 包含 在 G 


的 中 心 之 内 的 正规 子 群 . 群 G 的 表示 等 同 于 那些 G 的 表示 x 


使 得 x(z) 的 作用 是 平凡 的 ,而 那些 G 的 表示 x 使 得 x(z) 的 作 
用 不 平凡 的 称 为 G 的 投影 表示 、 

在 本 节 中 我 们 将 以 SU(2) 和 SO(3) 为 例 , 比 较 G 的 表示 与 
G 的 表示 的 相同 与 差异 . SU(2) 是 由 所 有 2x2 的 行列 式 为 1 
的 酉 矩阵 组 成 的 群 , 它 的 元 素 可 以 写成 

a b 
($2) 

其 中 a,b 都 是 复数 ,而 且 | al2+1212=1 .我 们 在 $1.1 中 引 人 
了 四 元 数字 的 概念 。 而 SU(2) 恰 好 与 所 有 模 为 1 的 四 元 数组 成 
HORE ag tay i+ az] +a kl, toti X25T3 忆 R16 十 ?十 3 十 
x= E. HA SU(2) 与 3 维 球面 同 胚 ,是 单 连通 的 . 

特殊 正 交 群 SO(3) 是 由 所 有 RY 上 的 旋转 组 成 的 群 .为 了 
找 出 SU(2) 与 SO (3) 的 关系 ,我 们 将 一 个 四 元 数 g 分 解 为 实 
部 与 向 量 部 之 和 ,也 就 是 g = 2 + urERoElRa ,在 这 个 分 解 
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之 下 ,四 元 数 的 乘法 可 以 表示 为 

(ti + v1) Ct2 + v2) = (titz (v1, 02)) + (ay v2 + t2v1+ 
v1 X v2), 
其 中 (wi,v2) 是 内 积 ,vi X v BRERA. RNA REHAB 
为 工 的 四 元 数组 成 的 群 ,8 在 四 元 数 B 上 有 一 个 作用 : 

\Bi* XR, (q, c)—>qrq t. 
一 个 四 元 数 z= rt rji + x2j + za 的 模 定义 为 N(x)= 25 
+ x 了 + x 十 x 。 不 难看 出 它 满足 N(xzy) = N(x)N(y). 因为 
Nla !)=N(g)N(zx)N(g !)= N(x), mR” 的 作用 保持 
实 部 不 变 , 所 以 jg* 的 作用 也 保持 实 部 的 正 交 补 一 向 量 部 . 这样 
我 们 就 得 到 了 一 个 于" 在 RR 上 的 作用 .由 此 得 出 以 下 映射 : 

x:SU(2)—>SO(3), x(qg)(v)= quq}, 

其 中 g€ SU(2), veR . 更 精确 地 说 ,如 果 u ER 中 的 向 量 ， 
ABA g =cos0 + usin® 是 和 H 中 的 一 个 单位 ( 模 为 1 的 元 素 ),x(g) 
ER 关于 以 u 为 轴 旋 转 20 角度 的 线性 变换 。 因 此 ,x 是 一 个 
满 同 态 , 也 就 得 出 x 是 覆盖 映射 .不 难 验 证 ,x 的 核 为 {+ 了 |， 
因为 + g 给 出 相同 的 旋转 变换 . 

我 们 因而 得 出 SU(2) 是 SO(3) 的 一 个 双重 覆盖 。SO(3) 
的 不 可 约 表示 与 那些 SU (2) 的 满足 一 了 的 作用 为 平 几 的 不 可 
约 表 示 一 一 对 应 。 由 于 SU(2) 是 单 连通 的 ,所 以 SU(2) 的 不 可 
约 表示 与 (2,C) 的 不 可 约 表示 一 一 对 应 ,也 就 是 由 其 表示 的 
维 数 完全 确定 (参阅 $ 5.2) ,我们 下 面 给 出 SU(2) 每 一 不 可 约 
表示 的 等 价 类 一 种 具体 的 实例 ， 

B V, 为 所 有 由 zi, gz 生成 的 次 数 为 n 的 二 元 齐 次 多 项 式 
组 成 的 线性 空间 ,也 就 是 V, 由 一 组 基 { zi, zi !'z2,…,z3| 生 
成 ,因此 V, 的 维 数 为 n +1 ,如 果 把 这 些 二 元 齐 次 多 项 式 看 作 


112 


EC 上 的 函数 ,我 们 定义 %(2,G) 和 SU(2) 在 一 个 二 元 多 项 式 
PECLz1 ,zj 上 的 作用 为 
(gp)(z) = plzg), 


这 里 的 sg 人 b) e= (ziyza) ,sg 在 = 上 的 作用 是 
zg = (azır + cz2, bz1 + dz,). 
因此 , 是 SU(2) 的 不 可 约 表示 ,其 中 Vo 是 1 维 的 平凡 表示 ， 
V 是 2 维 的 自然 表示 .SU(2) 的 元 素 - 工 在 WwW 上 作用 是 平凡 
的 当 且 仅 当 V, 是 由 所 有 偶 次 的 齐 性 多 项 式 组 成 ,也 就 是 当 且 
仅 当 n 是 一 个 偶数 . 换言之 ,所 有 V2, 都 是 SO(3) 的 不 可 约 
表示 . 
我 们 可 以 进一步 算出 V, 的 最 高 权 ， 紧 李 群 G= SU(2) 的 
李 代 数 为 go = SU(2), 其 复 化 为 9g= sl(2,C). 9 的 Cartan FR 
wos O i 如 果 (x,,，V) 是 8 在 齐 性 多 项 式 空间 
{fanz tanzi 1z2+ + aoz3) 
_ io 0 7 
上 的 表示 ,那么 x 0 vac me 
Cet ,Cxt za, Ca, 
所 对 应 的 权 是 
ne1;(n—2)ei,,— nej. 


最 高 权 是 nej. 


§8.4 特 征 


紧 李 群 表示 的 特征 理论 提供 了 一 个 深 人 了解 表示 结构 的 工 
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R. 有 关 紧 李 群 表示 的 特征 的 定理 几乎 同 相应 的 有 限 群 表示 的 
特征 的 定理 相同 ,只 是 在 证 明 中 需要 一 些 变更 . 设 (r,V) 为 紧 
ER G 的 一 个 有 限 维 表 示 ,其 特征 XY: GPC EMA 
X(g)= trace(x(g)). 

如 果 我 们 选 定 V 的 一 组 基 , 设 A1，… A, 为 所 对 应 的 矩阵 x(g) 
的 特征 值 ,那么 X(g)=A1+… ta, ,这 个 定义 显然 与 基 的 选 
REX. AE IE ERIA x (g) 的 特征 值 . 

命题 设 Xv 为 紧 李 群 G 的 有 限 维 表示 (x,V) 的 特征 ， 
那么 ， 

Gi) Xv(e) 等 于 V WER; 

Gi) Xv(g)= Xv(hgh IHE g, h EG 都 成 立 ; 

Gii) Xv"(g)=Xv(g)=Xv(g DIER gC G 都 成 立 ,这 
里 的 是 V XHAR; 

(iv) 如 果 Xv 是 G 的 另 一 个 表示 (x ,V) 的 特征 ,那么 直 
MIRA Dr, VOV ) 的 特征 是 Xv + Xv; 

(v) 张 量 积 表 示 (x@x ,VOOV ) 的 特征 是 Xv* Xv ， 

证 明 ”我们 选 定 V 的 一 组 基 , 不 妨 将 x(g ) MARR 
E. 因为 Xv(e)=trace1 =dimV， 这 就 得 到 性 质 (i)。 因为 
(hgh 1)=x(h)rx(g)r(h 1!), PMtiracerx (hgh!) = 
tracer (h)a(g)a(h 1!)=tracex(g), 所 以 公式 (让 成立。 公式 
(ii) 的 证 明 要 用 到 V 的 对 偶 表 示 V “与 V 的 复 共 思 表示 V 是 
同 构 的 (参阅 $8.1 中 的 引 理 ), 这 是 因为 V 可 以 看 作 是 酉 表 
示 . 因 此 ,x*(g) 的 特征 值 与 x(g) 的 特征 值 相 同 ,所 以 xv (g) 
=X(g). 又 因为 xvw'(g) 对 应 的 矩阵 是 x(g) 对 应 矩阵 的 转 置 
we PRU xv (eg) =xv(g |). 为 了 证 明 性 质 (iv) 和 (v) ,我们 
也 选 定 六 的 一 组 基 , 设 x'(g) 所 对 应 的 矩阵 的 特征 值 为 ui, 
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… Um AË Dr )(gs) 的 特征 值 为 11 An yp ，… ,jem ， 
(Or OBRED Alil em, j=l, em}. 所 
A, Dr WE vov 在 g 的 值 为 

Avev (g) = Arte + àn tyto + pm = AV (Cg) + 
xv (e); 
nOr 的 特征 XvEv ÝE g 取 值 为 

Xv@v (g) = hgy = (A1 + + An) Cp H + pim) = 
xv(g) xv (g). 

如 果 一 个 复 函数 f: G 一 C 在 G 的 每 一 个 共 轿 类 都 取 相 同 
的 值 ,那么 我 们 称 f 为 类 函数 .一 个 类 函数 可 以 看 作 是 定义 在 
G WHR ERRA. 从 上 面 命 题 中 所 得 到 的 表示 的 特征 的 
性 质 (ii) 可 以 看 出 ,所 有 表示 的 特征 都 是 类 函数 . 我 们 可 以 在 全 
体 类 函数 的 空间 上 定义 一 个 Hermitian 内 积 

(xn = fIr (ede - 


这 里 在 G 上 的 积分 已 经 正规 化 使 得 |dg = 1 ， 以 上 定义 的 


G 
Hermitian 内 积 对 于 讨论 紧 李 群 表示 的 特征 十 分 重要 . 
定理 设 G 为 紧 李 群 ,V 和 W AG 的 有 限 维 表示 . 那么 ， 


(i) fzv(e)dg=dimv®; 


Gii) (Xv, Xw) = dim Homg( V, W); 

(ii) 如 果 V 和 W 都 是 不 可 约 的 ,那么 

1, 如 果 V=W; 

0, 如 果 VÆW. 

证 明 如 果 V 是 G 的 一 个 表示 ,那么 G 不 变 的 向 量 
Vo=lvE Vi gv=v7,VgEG} 


(XV, XWw)= 
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是 V 的 一 个 子 空间 ,我 们 定义 映射 
p: V>V;v i |godg . 


这 个 映射 o EG 等 变 的 ,也 就 是 
z= gx, YEG, 
这 是 因为 在 定义 所 用 的 G 上 的 积分 是 G 一 不 变 的 . 因此 ,映射 
9 的 核 与 像 都 是 V 的 子 表示 . 
我 们 先 证 明 p 是 从 V AVE 的 投影 映射 . 设 v= E(w), 
那么 
hv = Jagwdg = |e’wag’ = glw)=v. 


如 果 vE VG, 那 么 p(z)= |gvdg=v. MU Vo 包含 在 9 的 


像 中 , 而 且 pw*9p=9% . 这 就 证 明了 p 是 投影 映射 . 由 此 
可 知 ， 


dim VË = tracep= | uacer(e)dg= jcmas 。 (8.4a) 


这 就 证 明了 公式 (iD. 

BVSW AG 的 两 个 表示 ,那么 

Hom(V,W)c=1G 等 变 的 从 V BW 的 线性 变换 | ,这 个 
空间 通常 记 为 Homc(V,W)， WÈ V AW 都 是 不 可 约 的 ,由 
Schur’ s 引 理 ,我 们 得 出 
1, VZW; 
0, 如 果 VW . (8.40) 
注意 到 Hom V, WSV OW 也 是 G 的 一 个 表示 ,利用 本 节 
中 命题 所 证 明 的 性 质 (iiiD) 和 ({(v) 我 们 得 出 


XHomnv w = Xv( g) YXw(Cg)。 


dim Homg( V, W) = 
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再 利用 上 面 的 公式 (8.4a ) 就 得 到 ， 
(XV; XW) = | Ce) xw (8)dg = dm Homg(V,W). 


这 就 证 明了 (ii)。. 利用 (ii) 和 等 式 (8.45 ) 就 得 出 


。 = psa Vw; 
Xv XW! ly an VÆW. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


推论 1 G 的 任意 一 个 有 限 维 表示 (x,V) 由 它 的 特征 yv 

完全 确定 .实际 上 ,V 可 以 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 
V=n1ViPD…PDn,V,, 

而 不 可 约 表示 V, 在 V 中 出 现 的 重 数 n;= CXv, xv). 

证 明 V 的 特征 yv= nigy tot neyv- 应 用 定理 中 所 
证 性 质 (ii) ,也 就 是 不 可 约 表示 的 特征 是 互相 正 交 的 就 得 出 n 
=4Xv,Xv)， 

推论 2 G 的 有 限 维 表示 (x,V) 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 它 的 
特征 yy 满足 关系 《xv,xv)=1. 

证 明 如 果 xv= niyy 十 十 nxv ,那么 4Xv， Xv) =n 
ttn? . BUC yy. y RATERS n 为 1 其 他 均 为 0 时 才 
等 于 1, 也 就 是 (xvy,xv》=1 SAMY V 是 不 可 约 的 . 


§8.5 Peter 一 Weyl 定理 


一 个 具有 深远 影响 的 数学 定理 是 由 Fourier 证 明 的 ,这 个 定 
理 指 出 ,任意 一 个 定义 在 Sar 42 = fe |@E [0,20 ]} KLE 
方 可 积 肾 数 可 以 分 解 为 Fourier RH: 
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f(@) = Dare™, 
其 中 Fourier 系数 a, 是 由 下 面 的 积分 所 确定 
an = 元 | fl(0)e de. 


S 


Peter - Weyl 定理 就 是 Fourier 级 数 在 紧 李 群 上 的 推广 . 
Hn, VARKER G 的 表示 , 设 (xr”,V* ) 为 它 的 对 偶 表 
R. 对 于 EV 和 和 v* CV" ,我 们 称 下 面 的 G 上 的 函数 
fl(g)= (a"(g)v" ,v) 
为 表示 V 的 矩阵 系数 .矩阵 系数 也 常常 称 为 G 的 表示 函数 . 
如 果 立 是 G 的 一 个 酉 表示, 设 (,) 为 了 上 的 一 个 G AE 
Hermitian 形式 ,那么 我 们 知道 V*=V(S §8.1 中 引 理 ) , 因 
此 得 出 V 的 矩阵 系数 可 以 写成 
f(g) =(gu.w), v,wEV. 
设 CCG) 为 G 上 所 有 连续 函数 组 成 的 代数 ,G 的 所 有 矩阵 系数 
生成 C(G) 的 一 个 子 代 数 Co(G). 如果 我 们 用 f,(g)= 《gvi， 
v2) (v1, 02€ V) 来 表示 一 个 G 的 表示 V 的 矩阵 系数 ,那么 


fag) + fed g) = gv, 02) + (gw, w? (8.5a) 
是 表示 VOW 的 矩阵 系数 ,而 
folg fag) = (gvv) gwi w) (8.55) 


是 表示 VOW 的 矩阵 系数 .另外 若 有 ACS, WA 

Af, (g) =à gu, v2) = (gàv v2). 

命题 BWV AW AG 的 两 个 不 可 约 丁 表示 ,那么 对 于 任 
BAS v1 ,v2EV 和 wi,ws 人 EW, 都 有 


0, 如 果 V 衬 Wi; 
| (guy ,U2) FOE 抽 V=W. 


证 明 设 V 与 W 是 G 的 两 个 互 不 同 构 的 不 可 约 表 示 . A 
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Hl gwi, wy) = (mwliygroa) ,所 以 以 下 积分 
| Cevi v2) gw wi)dg 


是 关于 w 线性 关于 v: HERE. 我 们 固定 v,EC Vw € 
W ,这 个 积分 定义 了 一 个 双 线 性 型 bp:V x Ws. ARLE G 
上 的 积分 是 G 不 变 的 ,所 以 5 是 G 等 变 的 . 因此 ,5 定义 了 一 
个 G 等 变 的 上 映射 
p: W—Hom( V,€ . 

由 于 Hom( V, ©) =Hom( V* CEC V*)* SV), BELLA Schur 
引 理 可 以 得 出 yp 一 定 为 零 上 映射 。 

现在 设 V= W 为 一 个 不 可 约 西 表示 ,如 果 PEEnd(V), 我 
们 将 会 得 到 

KG 9p)dg= Tp)idV. 


这 是 因为 上 式 左边 的 积分 定义 了 一 一 个 G FEV ERI, 
应 用 schur 引 理 可 知 这 个 映射 是 一 个 常数 G 乘 以 恒 等 映 射 
idV .我 们 通过 取 迹 Tr:End(V) 一 C 来 计算 常数 C, 因 为 取 迹 
是 线性 映射 且 与 积分 交换 ,所 以 有 


dimV-c¢ 一 | (g-o)dg 
G 
= [Treez Ddg 
G 
= | Te p)dg = Try). 
G 
因此 得 到 


Jeo Leuz)dg = Fey Tee) wr « (8.5c) 


利用 积分 是 线性 的 ， 我 们 将 (8,5c) 两 边 同 时 与 wz 作 内 积 就 
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得 出 
| Capta tn) ,vd = BV TP) wo) 


= yT ooz w). 
F 9 为 下 面 公式 定义 的 线性 映射 
viv, wi), 
这 样 p HBA Cv, w,) ,所 以 有 


| Ke twr,widevisvadde= holon, w) on wa). 
这 就 得 出 

| (g lwr wi) (gon vn) dg = eyo wi Cons wD» 
也 就 是 

| (goo) dng Tonde = Fly vw ww. 
这 就 证 明了 

| (gov gr wa)dg = gilo won wa- 


G 

设 V 是 G 的 不 可 约 西 表示 , 设 (,) 是 V 上 的 G 不 变 
Hermitian 型 ,vi ,…,v, 是 六 上 的 一 组 标准 正 交 基 ,那么 根据 以 
上 命题 可 知 

fale) = Cevno) (i,j=1,.…,n) 
是 两 两 正 交 的 函数 . G 上 所 有 平方 可 积 函 数 L*(G) 上 的 内 积 
是 这 样 定义 的 : 

(Erh) = [rz)JRCEJdz . 


G 
事实 上 ,下面 的 Peter- Wey! 定理 告诉 我 们 , 当 取 遍 G 的 不 可 
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约 酉 表示 时 ,所 有 的 f,(g) 构 成 L*(G) 的 一 组 标准 正 交 基 ， 

定理 (Peer- Weyl) 设 G 为 紧 李 群 。 由 G 的 不 可 约 西 表 
示 的 矩阵 系数 构成 的 子 代数 Co(G) 在 G 的 连续 函数 C(G) 与 
平方 可 积 函 数 L*(G) 所 构成 的 代数 中 都 是 稠密 的 . 

证 明 我 们 先 证 明 如 果 G 有 一 个 忠实 的 本 表示 ,那么 
Peter - Weyl 定理 就 成 立 。 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 需要 Stone 一 
Weierstrass 定理 . 事实 上 ,Perter -~ Weyl 定理 和 紧 李 群 上 的 
Stone — Weierstrass 定理 是 等 价 的 . 

定理 (Stone - Weierstrass) 设 X 为 紧 致 拓扑 空间 ，, 设 
C(X) 为 X 上 全 体 连 续 复 值 函 数组 成 的 线性 空间 ,C(X) 的 模 
定义 为 极 大 值 . C(X) 在 函数 相 乘 即 是 函数 值 在 每 一 点 相 乘 的 
定义 下 构成 一 个 代数 , 设 B 是 一 个 包含 常数 函数 ,可 以 区 分 不 
同 点 (也 就 是 对 xz,yEX,z 关 yy 存在 和 FEB 使 得 F(z) 天 丰 
(y)) ,并且 在 复 共 轿 下 不 变 的 子 代数 (也 就 是 车 AE B, 则 有 了 
EB). 那么 B 在 C(X) 中 是 秽 密 的 . 

Stone - Weierstrass 定理 的 证 明 可 以 在 许多 泛 函 分 析 的 书 
中 找到 . 我 们 现在 假定 G 有 一 个 忠实 表示 (r,V). 那么 V 的 
RARER AN READE eth , 则 一 定 存 在 V 中 一 
个 向 量 vw, 使 得 x(g)v 关 x(h)v . 因为 V 可 以 分 解 为 不 可 约 
酉 表示 的 直 和 ,所 以 V 的 矩阵 系数 都 包含 在 Co(G) 中 . 这 就 得 
出 Co(G) 是 可 以 区 分 点 的 . 平凡 表示 是 西 表示 ,因而 CoG) 
含 了 常数 函数 . 如果 V 是 西 表示 ,那么 其 对 偶 表 示 VSEH 
im V 同 构 , 这 就 得 出 若 有 FE Co(G), 那 么 必 有 FE 
Co(G). 根据 Stone- Weierstrass 定理 ,Co(G) 在 C(G) FER 
密 的 . 又 因为 C(G) 在 L*(G) 中 稠密 (L? 一 模 ), 所 以 Co(G) 在 
L2(G) 也 是 稠密 的 . 

综 上 所 述 ,只 要 可 以 找到 G 的 忠实 表示 ,那么 Peter- Weyl 
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定理 就 一 定 成 立 . 我 们 将 在 $9.3 中 逐一 验证 单 的 紧 李 群 都 有 
忠实 表示 ,而 一 般 紧 李 群 是 单 的 紧 李 群 的 直 积 ,所 以 也 一 定 有 串 
实 表示 . 

推论 设 G 为 紧 李 群 。G 的 不 可 约 表 示 的 特征 生成 一 个 
在 全 体 G 上 类 函数 空间 中 稠密 的 子 空间 . 也 就 是 说 ,不 可 约 表 
示 的 特征 组 成 类 函数 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 

证 明 设 f 为 G 上 的 一 个 类 函数 . 给 定 一 个 。>0, 根 据 
Peter - Weyl 定理 ,存在 一 个 酉 表示 V 的 矩阵 系数 gp ,使 得 

lf-ol<e. 


这 样 训 有 J(z) = følere dg 为 类 西数 ,而 且 


lf-¢l <。 . 
因此 ,我 们 只 需要 证 明 y 可 以 写成 不 可 约 表示 的 特征 的 线性 组 
a. 因为 V 可 以 分 解 为 不 可 约 西 表示 的 直 和 

V=V P V, 
所 以 我 们 可 以 将 w(z) 表 示威 


(x)= D(20;,w;), 
其 中 y, w 2V, 中 的 向 量 . 这 就 得 到 
foler Ddg= È | (gre ‘uj, wi)dg - 


再 利用 本 节 命题 的 证 明 中 得 到 的 公式 (8. sc ) ,我 们 对 每 一 个 不 
ARAD Oi oA 


festere Hdg = Tnv, qo yxy (2 )idy. 

这 就 得 出 
f (gzg tvi, wi )dg = ghz los w) Xv (x), 
G 了? 
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因而 就 证 明了 推论 ， 


§8.6 球面 调和 函数 


作为 表示 论 的 应 用 我 们 现在 将 欧 氏 空间 R*” 和 单位 球面 
S?-! 上 的 函数 分 解 为 相应 的 正 交 群 O(n ) 的 不 可 约 表示 的 
HA. 

我 们 用 P, 表示 所 有 次 数 为 & 的 IR” 上 齐 次 复 多 项 式 组 成 的 
线性 空间 , 记 F WP, 中 的 多 项 式 限 制 在 S" ! 上 所 得 到 的 函数 
生成 的 线性 空间 . 那么 我 们 有 下 面 的 直 和 分 解 

Cler stn] = DP . 
WE zE SS 1, 那么 上 x 上 ?= xi?=1, 这 就 得 出 

P, ZFR, DF, ,IR 

EZE Oln ERER, EERE P SP, E. P, SF, 
都 是 O(n ) 的 表示 ,我 们 可 以 在 F, 上 定义 一 个 O(Ca) 不 变 的 
Hermitian 内 积 , 设 H; 为 请 ,在 Fi 中 的 正 交 补 ,这样 就 有 

F; = HDF -2 = HBH -2PH -4D 
H, 也 是 O(n ) 的 表示 ,我 们 称 H, 为 S" 1! 上 的 次 数 为 上 的 球面 
调和 函数 所 构成 的 空间 . 

我 们 现在 来 证 明 H, 是 O(n ) 的 不 可 约 表 示 . 根据 Stone- 
Weierstrass EEH A,R 上 的 多 项 式 限 制 在 SEE SE 
全 体 连 续 函 数 空间 CS 1!) 中 的 稠密 子 空间 . 这 就 得 出 

C(S R= U F= Qh, . (8.6a) 
我 们 将 S"-! 看 作 是 齐 性 空间 O(n)/AO(n 一 1). 如 果 G 是 一 
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个 紧 李 群 ,由 Peter- Weyl 可 知 G 上 的 全 体 G 有 限 函 数 构成 的 
空间 是 G 的 不 可 约 表示 的 冠 阵 系 数 的 直 和 ,这 个 空间 作为 一 个 
GX G 的 表示 可 以 分 解 为 

DVOV', 


VEG 
EF CRAG 的 所 有 不 可 约 酉 等 价 类 的 集合 . 因此 ,所 有 G 有 
限 的 定义 在 齐 性 空间 G/H 的 函数 构成 的 空间 可 以 分 解 为 
BV@(V')", 
VEG 
这 里 的 (V* ) 了 表示 V* 在 理 作 用 下 不 变 的 向 量 , 我 们 现在 取 
G=O(n),H=O(n-1), RRBY 
C( S771) 0G - DAR 一 an) VQ(Vv*)# , (8.66) 
VE O(n) 
(8.6a) 与 (8.65 ) 中 两 个 分 解 是 完全 相同 的 , 当 且 仅 当 对 某 个 
kh, HE"? 是 一 维 子 空间 .我 们 不 妨 假设 O(n 一 1) 为 O(n) 中 
保持 zi 一 轴 不 变 的 子 群 。P; 中 的 一 个 齐 性 多 项 式 f 是 O(n - 
1) 不 变 的 当 且 仅 当 f 是 下 面 多 项 式 的 线性 组 合 


k k-2,2 k-4 4 
Xi 5X] r ,XI1 ry," 


H rrp tartot a 。 因 此 ,dimPi20" ?= HE 
就 得 出 
dimH,O" =dimPioo 一 dimP zc =1. 
这 就 证 明了 Hi 是 O(n ) 的 不 可 约 表示 . 
因为 H, 是 Fi 的 子 集 ,而 Fi REP, 限制 在 S 一 所 得 到 

的 ,所 以 对 于 任意 一 个 Hi 中 的 函数 p, rp 是 一 个 次 数 为 的 
起 吐 齐 次 多 项 式 . 设 臧 为 RR" 上 所 有 这 样 的 齐 次 多 项 式 组 成 的 
RA HER EA BMPR Ze ST E, BR LH, . 这 就 
得 到 
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P,= A, Dr? Å, -rí Hy, -4D 
AIR "上 的 任意 一 个 多 项 式 f 都 可 以 写成 
f(r0)= Dfi(r?) (8), 
其 中 0€ S" 1, gi EH, i fi 是 关于 rv? 的 一 个 一 元 多 项 式 , 这 
就 得 到 了 下 面 的 分 解 
Cla, z= BE H,, (8.6c) 
其 中 E, 是 由 径 向 函数 六 f(x) 生成 的 空间 . 
n 2 
设 A= D (52) 为 Laplace 算 于 ,以 下 定义 的 三 个 算 子 
r=] l 
都 与 O(n ) 的 作用 交换 
e= 才 A， h=r 闻 + 如 ies 
R= PIE E AE. 不 难 验证 ,这 三 个 算 子 
还 满足 
[h,e]=—-2e,[h, fl=2f,[e,fl= . 
这 就 得 出 和 fe,h, fi 生 成 一 个 实 李 代数 SL (2,2), m E, WE 
SL(2, 六 ) 的 一 个 表示 。 事实 上 EE 是 由 闪 生 成 的 最 低 权 为 
k+ 的 无 限 表示 . (8.6c) 的 分 解 是 SL(2,R ) 与 O(n) 的 对 偶 
对 的 对 应 . 我 们 将 会 在 第 十 二 章 中 见 到 更 多 的 对 偶 对 的 对 应 


§ 8.7 Borel- Weyl 定理 


我 们 知道 紧 李 群 的 不 可 约 表示 可 以 用 它们 的 最 高 权 作 完全 
分 类 ,我 们 还 可 以 用 Weyl 特征 公式 写 出 每 一 个 不 可 约 表 示 的 
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特征 . 但 是, 这 样 都 还 没有 告诉 我 们 如 何 具体 地 构造 一 个 紧 李 
群 的 不 可 约 表 示 。Borel 一 Weyl 定理 提供 了 构造 紧 李 群 不 可 约 
表示 的 具体 模型 .我们 将 不 涉 人 最 一 般 的 情况 ,只 假定 紧 李 群 
为 SU(n). 

如 果 VV 是 SU(n) 的 一 个 不 可 约 西 表示 ,我 们 用 Weyl BH 
换 可 以 将 V 扩展 到 G= SL(n,C) 上 的 一 个 全 纯 表 示 或 
SL(n,C ) 上 的 一 个 复线 性 表示 . 然后 我 们 将 G 的 作用 限制 在 
对 角子 群 了 上 ,这 里 

Jaron 
Wr 


然后 将 V 作为 工 的 表示 进行 分 解 。 因 为 全 是 G 的 一 个 交换 子 
群 ,V RET LET 的 一 个 西 表示 ,所 以 存在 V 的 一 组 基 使 
得 每 一 个 基 向 量 都 是 工 的 特征 向 量 , 也 就 是 存在 人 E 攻 "使 得 
utu = uji uyu 

对 所 有 的 ET RRL. $ ucu, 为 某 个 n 重 单 位 根 ， 
这 就 得 到 Apt: +A, 必 为 n 的 倍数 . 设 A1+… 二 4 二 mn, 我 
们 可 以 用 1; 一 m 取代 A 得 出 新 的 一 系列 (XA1,…,4;)E 风 ”并 
满足 


Arte +A, =0. 
这 些 特征 向 量 v 称 为 是 权 向 量 ,数列 (4X1,…,4;) 称 为 权 向 量 v 
的 权 . BOR AeA A, ,那么 我 们 称 数列 (41,… ,4, ) 为 支 
配 权 ， 
EB KG 中 全 体 上 三 角 和 矩阵 组 成 的 子 群 ,B 的 李 代 数 是 由 

迹 为 零 的 对 角 和 矩阵 与 E (i<j REA BEM. 设 A= (41,…， 
AJEL" 令 和 (A) 为 定义 在 G 上 的 全 纯 的 并 满足 下 列 条 件 的 
函数 所 构成 的 线性 空间 
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F(x0)= bb PFCOz)rEG， 


bi * 
b=| … 
b 


定理 (Borel- Weyl) # G=SL(n,C), PARA 

(G)MRACZEG 的 一 个 不 可 约 西 表示 V 的 最 高 权 ,也 就 
是 一 个 整 支配 权 , 那 么 由 下 列表 达 式 定义 的 G 等 变 的 上 映射 p: 
V*=r(a) 

p:a > 下 ,其 中 F (g)= la, gv) 

是 一 个 同 构 ， 这 就 得 出 Vara). 

证 明 显然 p 是 非 零 的 G SERH ,而 V* 又 是 G 的 一 个 
不 可 约 表示 ,所 以 p FE PR. 要 证 明 p 同时 又 是 一 
个 满 射 , 只 要 证 明 P(A) 是 G 的 不 可 约 表示 ,假设 卫 (1) 不 是 不 
可 约 的 ,那么 它 一 定 可 以 分 解 为 至 少 是 两 个 表示 的 直 和 ,而 这 每 
一 个 子 表示 都 至 少 包含 一 个 最 低 权 向 量 ,也 就 是 在 严格 意义 下 
三 角 和 矩阵 所 梅 成 的 子 群 N 作用 下 不 变 的 向 量 。 因 此 ,我 们 只 需 
要 证 明 dimP(A)S<1. 设 FET(X) 是 一 个 在 入 作用 下 不 变 
的 函数 ,那么 下 (7i6)= A(5)F(e). 由 于 任意 一 个 矩阵 都 可 以 
写成 一 个 严格 意义 下 三 角 和 矩阵 与 上 三 角 和 矩阵 的 乘积 ,所 以 这 样 
的 函数 下 由 它 在 单位 。 上 的 取 值 完全 确定 ,也 就 是 
dimr (a)N<. 


EB. 
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第 九 章 ”表示 的 Weyl 构造 


§9.1 典型 群 表示 的 Weyl 构造 


设 G 为 紧 李 群 ,并 设 G 的 李 代 数 的 复 化 是 一 个 单 的 复 李 
代数 6. 设 Vi)(G=1……1) 为 8 的 基本 表示 ,那么 G 的 或 者 
是 9 的 最 高 权 为 4=kiXh1+… + km 的 不 可 约 表示 是 下 面 张 量 
积 表 示 的 子 表示 

VADS OVa NO OVa- OV Aa) . 

i y 

这 里 的 kok 都 是 非 负 整 数 . 事实 上 ,对 于 绝 大 多 数 的 单 的 
BER G 来 说 , 它 的 所 有 的 不 可 约 表示 可 以 从 某 一 个 不 可 约 表 
示 V 的 张 量 宕 

VO = VO -QV 

k 
的 子 表示 中 实现 . 除了 G=Spin(42) 之 外 ,这 样 的 不 可 约 表示 
V 对 所 有 单 的 紧 李 群 都 存在 ,我 们 将 在 这 一 章 中 证 明 这 一 点 . 
如 果 不 可 约 表 示 V 的 最 高 权 是 = kj te + kA, RNY 
确定 是 否 G 的 所 有 不 可 约 表示 都 在 Y 的 张 量 咕 之 中 出 现 , 我 
们 将 在 8 9.3 中 详细 讨论 如 何 确定 这 一 点 . 一 个 很 自然 的 问题 
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是 ,我 们 是 否 可 以 取 G 的 维 数 最 小 的 非 平凡 不 可 约 表示 作为 满 
足 上 述 条 件 的 不 可 约 表 示 V . 对 于 所 有 单 连通 的 紧 李 群 ,除了 
Spin(n ) 之 外 ,答案 都 是 肯定 的 . 

如 果 G 是 典型 群 ,也 就 说 G BBR U(n), ERR O(n) 
或 是 辛 群 Sp(2n),H. Weyl 证 明了 G 的 所 有 不 可 约 表示 都 出 
现在 其 自然 表示 V 的 张 量 宕 之 中 ,他 并 且 得 出 分 解 张 量 睾 V 
的 方法 . 我 们 现在 先 来 描述 Weyl 的 构造 方法 ， 

9.1.1 U(n) 表 示 的 Weyl 构造 HV An 维 复线 性 空 
i], VE =V -QOV BV Wk -KKBH. G=GL(V)= 
GL(n,C ) 或 者 G= U(n) 在 VE* 的 作用 是 

g. (vA Ou) =g. vG Gg- Vr . 
我 们 定义 对 称 群 Sk 在 VE* 上 的 作用 为 
o. (vK vw) = vh Rvs) . 
G 与 St 在 Vee 上 的 作用 显然 是 交换 的 . 由 G 和 Si 在 
End( V8*) 中 的 像 生 成 的 两 个 代数 互 为 换 位 子 . 我 们 先 证 明 下 
面 的 一 个 较 弱 形式 的 Schur 对 偶 定理 ， 
命题 在 U(n)x 5S 作用 下 ,我 们 有 下 面 的 直 和 和 分解 
vV% =®r D0, 
这 里 的 求 和 是 让 o WAS, 所 有 的 不 可 约 表示 ,而 
x, =Homg (s, V*) 
是 U(n) 的 不 可 约 表示 或 者 为 0 。 而且 U(z) 的 每 一 个 不 可 约 
ERRERA KER VOPR. 只 要 k<dimV, RAMA 
S, 的 不 可 约 表示 也 在 VS* 中 出 现 . 

证 明 ”我 们 先 证 明 每 一 个 C= U(n ) 的 不 可 约 表示 都 会 在 
HIKER VO AM. 所 有 V (k=0,1,2,…) 中 的 表 
示 的 矩阵 系数 生成 一 个 代数 S, 这 是 G 上 全 体 连续 函数 所 生成 
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的 代数 C(G) 的 一 个 子 代 数 。 如果 G 的 某 一 个 不 可 约 表 示 不 在 
任意 次 数 的 张 量 血 VS& 中 出 现 ,那么 这 个 不 可 约 表示 的 矩阵 系 
数 是 与 S 上 的 函数 正 交 的 (参阅 § 8.5 中 命题 ), 也 就 是 说 S 是 
不 等 C(G) 的 真子 代数 .因为 C 衬 A"*V 与 VY 衬 V* 衬 A"*-1V 
BEV 的 某 个 张 量 寡 出 现 , 所 以 S 包含 常数 函数 而 且 对 于 复 共 
VRAIN. MAW Un) V 的 作用 是 忠实 表示 ,所 以 S 是 
区 分 点 的 。 根据 Stone - Weierstrass 定理 ,S=C(G). 这 与 上 
面 G 的 某 一 不 可 约 表 示 不 在 任何 次 数 的 张 量 宪 中 出 现 相 矛 盾 。 
因此 ,这 就 证 明了 U(z) 的 每 个 不 可 约 表 示 都 在 某 个 张 量 宪 
V9 中 出 现 ， 
我 们 再 来 证 明 如 果 kn BA S 的 所 有 不 可 约 表 示 也 都 
在 US 中 出 现 ， 这 是 因为 S: 的 不 可 约 表示 都 在 群 代数 C IS] 
中 出 现 , 若 v1,…,v, 是 V 的 一 组 基 , 那 么 vO Ou TES, 的 
作用 之 下 生成 的 轨道 的 线性 组 合 是 与 C[ Si HH. 
最 后 我 们 来 证 明 VEEG x S; 作用 下 的 分 解 。 V8* 可 以 

作为 S 一 模 分 解 为 

yor =QV, 90, 
这 里 的 求 和 是 让 o 遍历 S, 所 有 的 不 可 约 表示 ,而 

V, =Homg (0, V©®) 
是 一 个 G 的 表示 . 因为 G 的 表示 是 完全 可 约 的 , 若 要 证 明 非 
零 的 V, 是 不 可 约 表示 ,只 要 证 明 V, 是 不 可 分 解 ,也 就 是 不 能 
写成 二 个 非 零 表 示 的 直 和 。 根据 Schur 引 理 ,我 们 得 出 

Ends (V®*) =@End(V,), 
所 以 进一步 得 到 

Endg x s, ( V®*) =@Endg( V,). 
因此 ,我 们 只 需要 证 明 Endcxs (VO EAE Ends, (VO) 6 
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中 心里 面 ,这 只 要 证 明 G 在 Ends (V3*) 中 的 像 ,线性 生成 整个 
线性 空间 Ends, ( VS ) BW Ends, (V9) 是 End( V®) = 
End( V)& pE S, 作用 下 不 变 的 元 素 ,而 且 G = U(n) 作 用 在 
End(V) 上 有 一 个 开 的 稠密 子 集 ,所 以 (End(V)3*)5 上 的 一 个 
线性 泛 函 是 一 个 定义 在 线性 空间 End(V) 上 的 次 齐 次 多 项 
式 , 而 这 样 的 一 个 多 项 式 一 定 是 零 , 如 果 它 在 一 个 开 的 稠密 子 集 
上 为 零 . 这 就 完成 了 命题 的 证 明 . 

上 述 命题 并 没有 告诉 我 们 在 有 > dimV 的 情况 下 ,哪些 S, 
的 表示 出 现在 Vs 的 分 解 之 中 . 我 们 现在 再 给 出 一 个 更 精细 形 
式 的 Schur AAEM. 我 们 在 $3.3 中 曾经 提 到 ,对 于 上 的 任 
何 一 个 划分 A= (OA,42 Ap) (A 之 A2 宇 … 之 A, 宇 1), 有 一 个 
相应 的 Young 图 ,这 个 Young 图 每 i FFA A; 个 方 格 ,而 每 一 行 
最 左边 的 方 格 排 成 竖 直 的 一 行 。 如 果 在 一 个 Young 图 中 每 个 
Te PBA 1 到 此 这 几 个 数字 ,使 得 自 上 而 下 与 自 左 而 右 都 是 
递减 ,那么 这 样 得 到 的 图 表 称 为 Young 表 . 

给 定 一 个 对 应 于 划分 A 的 Young 表 , 我 们 在 $3.3 中 定义 
了 Young 对 称 算 子 CG ,这 是 C[S; ] 中 的 元 素 , 可 以 证 明 c 乘 以 
某 个 常数 是 寡 等 的 ,而且 CG 右 乘 在 C |[ Si] 得 到 的 像 是 一 个 S, 
的 不 可 约 表 示 , 这 个 表示 记 为 V. 所 有 的 S 的 不 可 约 表示 都 
可 以 这 样 得 到 (参阅 [FH] 中 定理 4.3). 

设 V 是 一 个 有 限 维 复线 性 空间 ,我 们 考虑 GL(V)A S 
在 VS 上 的 作用 ,GL(V) 的 作用 是 每 个 线性 变换 同时 作用 在 张 
量 竺 的 每 个 因子 上 ,而 S 的 作用 是 对 这 个 因子 作 置 换 . 

我 们 记 Young 对 称 算 子 作用 在 VS* 的 像 为 Si(V), 也 就 是 

S,(V) = mía : V&V), 

这 样 定 义 的 算 子 V>S (VA Schur BF. 
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定理 (Schur 对 偶 定 理 ) 作为 GL(V) XS, 的 表示 ,V 的 

KES VE* 同 构 于 下 面 不 可 约 表 示 的 直 和 

V&S (VOV, 
这 里 的 求 和 是 让 4 Mak 的 不 超过 dimV 个 部 分 的 划分 . 
读者 可 以 在 [FI 的 6.2 中 找到 这 个 定理 的 证 明 ， 

9.1.2 O(n) 与 SPm EETRI Weyi 构造” 在 这 一 小 节 
PRIS G= O(n) 或 Sp(2m). WR G= Sp(2m), 我 们 记 
2mz=72 .设立 是 G 的 自然 表示 ,也 就 是 G 的 维 数 为 n 的 表 
示 . 设 (,) 是 了 上 的 一 个 G 不 变 的 Hermitian 形式 ,车 G = 
O(n ) 这 个 形式 是 对 称 二 次 型 ,着 G= Sp(2m ) 这 个 形式 是 反对 
称 的 二 次 型 . 因为 V EG 的 忠实 表示 ,所 以 根据 在 9.1.1 命题 
中 证 明 任 意 一 个 U(z) 的 表示 都 在 其 自然 表示 的 某 个 张 量 宕 中 
出 现 的 同样 推理 ,我 们 得 出 G 的 任意 一 个 不 可 约 表示 也 出 现在 
FAKER VOZ. 

设 1= lij ERAI, REA 2 个 元 素 的 子 集合 (我 
们 设 R=?) ,现在 定义 一 个 收缩 映射 : 

Di: Vets VEL-» 

vi) Quy (v;, u uO Oy®@OvyO@x ， 
令 V 的 为 所 有 可 能 的 Bi 的 核 的 交集 . 因为 某 一 个 收缩 映射 的 
核 在 张 量 因子 置换 之 下 映 到 另 一 个 收缩 的 核 , 所 以 VE ode 
S, 作用 下 的 VS 的 一 个 子 表示 . HAAR 的 一 个 划分 ,我 们 
定义 

SV) = VEINS CV) 
VERE Schur 算 子 像 的 交集 . 

定理 SV) G 的 不 可 约 表示 或 为 零 空间 . SCV) 
是 非 零 的 当 且 仅 当下 列 条 件 成 立 : 

132 


OE G=0(n), AI+) 委 2 (也 就 是 对 应 于 A 的 Young 
图 的 前 二 行 之 和 小 于 n); 

Gi) G= Sp(2m),A,+1=0 (也 就 是 对 应 AY Young 图 
至 多 有 m fT). 

这 个 定理 的 证 明 可 以 在 [FH] 的 $17.3 与 $19.5 中 找到 . 

注 可 以 证 明 我 们 有 下 面 的 分 解 

vS A VOV, 

这 里 的 求 和 是 让 A Wk 的 划分 . 我 们 将 在 下 一 节 中 证 明 当 G 
为 例外 群 Gs 时 ,可 以 得 到 类 似 的 分 解 定 理 ， 


§9.2 非典 型 群 表示 的 Weyl 构造 


本 节 中 我 们 把 表示 的 Weyl 构造 推广 到 非典 型 群 上 .这 一 
节 主 要 取材 于 [HZ], 这 是 作者 与 朱 程 波 合作 的 文章 . 

9.2.1 Weyl 构造 的 历史 H.Weyl 在 他 著名 的 《典型 群 》 
([Wej) 一 书 中 详细 研究 了 典型 群 的 两 个 基本 问题 :第 一 是 典型 
群 自然 表示 的 多 元 多 项 式 的 不 变量 ,第 二 是 典型 群 自然 表示 张 
ERBIA. 我 们 简称 第 一 类 问题 为 不 变量 理论 ,第 二 类 问题 
为 张 量 宕 分 解 . 除了 在 典型 群 上 研究 以 上 二 类 问题 外 ,我 们 自 
然 要 问 对 于 五 个 非典 型 群 Gs,, Fy, Eo, Ez 和 Es 又 如 何 呢 ? 
G.Schwarz 在 [Sj 研究 了 G 的 不 变量 理论 ,我 们 将 运用 G 的 
不 变量 理论 得 出 G; 最 小 维 数 的 非 平凡 表示 张 量 客 的 分 解 ,并 
将 Weyl 构造 推广 到 G. 

非典 型 群 G 是 Cayley 代数 全 的 自 同 构 群 。G, 的 最 小 维 
数 的 非 平 凡 表 示 V 是 一 个 7 维 表 示 , 这 个 表示 V 可 以 通过 G。 
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在 所 有 迹 为 零 的 Cayley 数 上 的 作用 来 实现 . 利用 Schwarz 得 出 
了 G 的 不 变量 理论 ,我 们 可 以 定义 一 族 收缩 映射 和 扩张 映射 ， 
这 些 映 射 都 是 对 应 于 G, 不 变量 的 V 的 张 量 罕 之 间 的 同 态 . 
我 们 将 证 明 与 Gs 在 VB@" 上 作用 互 为 交换 子 的 是 由 收缩 映射 、 
扩张 映射 和 对 称 群 S, 生成 的 代数 ， 如果 记 Vi" 为 所 有 真实 的 
收缩 映射 之 核 的 交集 ,那么 与 Gz 的 作用 互 为 交换 子 的 代数 则 
是 由 S, 生成 的 群 代数 . 记 S 为 对 应 于 划分 1 的 Schur 算 子 , 那 
么 Gy 的 任何 一 个 不 可 约 表示 都 同 构 于 某 个 S14(V)=§ a 
Vind, 我们 将 证 明 S [J(V) 是 非 零 的 当 且 仅 当 n 的 划分 至 多 
有 两 个 部 分 ,而 且 S , (VE Vi PHM BRST S, WR 
示 V, 的 维 数 . 事实 上 ,我 们 将 证 明 作 为 Gx S, 的 表示 ， vie 
可 以 分 解 为 
Vi" EBS VOV, 

其 中 求 和 是 让 A = (AAD AAA n 的 不 超过 两 个 部 
分 的 划分 ， 

我 们 研究 G 的 方法 本 意 与 Weyl 对 于 典型 群 的 研究 方法 
([We]j]) 相 似 . Weyl 的 方法 在 [FHJ] 一 书 中 有 比 [We] 更 加 简明 
的 叙述 . EG, 表示 V 的 张 量 寡 实 际 上 用 到 的 是 不 变量 的 
生成 元 。 如果 能 够 找 出 其 他 非典 型 群 最 小 维 数 的 不 变量 的 生成 
元 ,那么 我 们 用 同样 的 方法 得 到 它 的 张 量 赛 的 分 解 . 我 们 在 这 
里 顺便 指出 ,虽然 Spin(7) 的 半 旋 表示 与 G; 的 7 维 表示 紧密 相 
关 , 但 是 一 般 来 说 研究 Spin(z) 的 半 旋 表示 的 方法 与 G 的 方法 
完全 不 同 。 对 于 Spin(n ) 我 们 应 该 先 用 Howe 的 对 偶 对 理论 
([H]$4.3.5) 分 解 半 旋 表示 的 偶数 次 张 量 寡 , 再 利用 已 知 的 偶 
次 张 量 寡 的 结果 分 解 奇 次 的 张 量 宕 ， 

9.2.2 G 的 不 变量 理论 ”我 们 先 来 叙述 将 要 用 到 的 不 变 
量 理论 ,这 里 提 到 的 结果 是 由 G.Schwarz 得 到 的 . 

134 


Cayley 代数 是 惟一 的 一 个 非 交 换 , 非 结合 的 定义 在 复数 域 
CED 8 维 可 除 代 数 . 它 可 以 由 下 面 的 方法 来 实现 , 设 An 为 
所 有 成 对 的 四 元 数组 成 的 集合 , Aw 上 的 加 法 定义 为 每 个 向 量 相 
加 , Ay. 上 的 乘法 定义 为 

(a,b)(c,d)=(ac- db,da+ bc), 
其 中 amea ENTAKT. 那么 Ajp 是 一 个 定义 在 实数 
域 上 的 非 交 换 , 非 结合 可 除 代数 ，Cayley 代数 个 就 是 A ;的 复 
化 . MR xz = (a,b)E A;, 我 们 定义 T= (a, 一 5), 定 义工 的 迹 
tr(z)=Rea ,也 就 是 a 的 实 部 . 

Cayley 代数 的 自 辐 构 群 中 包含 单位 的 连通 子 群 就 是 复 的 
非典 型 群 G. 令 V 为 2 中 迹 为 零 的 元 素 , 这 是 G 的 一 个 不 
可 约 的 忠实 表示 。 

我 们 现在 来 刻画 不 变量 . Bm 为 正 整数 , 记 mV = VO” 
Am 个 线性 空间 V 的 直 和 , 设 (x1,…, xz) 为 mV 中 任意 元 
E. 我 们 定义 以 下 三 族 不 变量 ,也 就 是 C [mV]2 中 三 类 多 项 
式 函 数 : 

ay = ~ trace(z,2,), li, jm; 
B = ~ trace(x;(a,r,)) ASi, j k Sm; 
Y yet = Skew trace(x,(x,(xpr7))) ,Ei,j,k, Sm. 
(9.2.2a) 
这 里 定义 的 最 后 一 个 函数 是 指 根据 指 标 置 换 的 奇偶 性 而 乘 以 土 
符号 求 和 . 我 们 可 以 将 这 些 不 变量 等 同 于 (V* )22(d =2,3,4) 
中 的 元 素 ,这 里 的 V* 是 指 V 的 对 偶 空 间 . 

FAAEE H G. Schwarz 证 明 的 [Sj. 

定理 G2 AY AR AES [mV] h Qj ;Bae 和 Yi ERE. 

9.2.3 收缩 .扩张 和 交换 子 代数 我 们 仍然 用 VÆR 
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RG, 的 7 维 不 可 约 表示 . 我 们 将 用 9.2.2 中 的 三 类 G 不 变量 
来 定义 收缩 算 子 和 扩张 算 子 . AE (V* )@4 是 一 个 定义 在 V 
的 多 重 线性 函数 ,我 们 设 #$ 或 者 是 对 称 的 或 者 是 反对 称 的 . 我 
们 还 可 以 利用 V 上 的 一 个 非 退 化 二 次 型 得 到 一 个 同 构 V* 法 
V ,在 这 个 同 构 之 下 ,我 们 可 以 将 V 与 V* 等 同 于 同一 个 线性 空 
间 . 设 上 为 整数 且 有 O<e<d ,我 们 定义 下 列 算 子 CECA): 
CE, ($): VO > yr , 

vi vz B+ © va-r + g (Ca, v 
eyo, DE (VSV, 
一 人 一 


*s Ud-ks 


我 们 称 算 子 CE,($) 是 在 11,2,…,qd 一 ki 上 收缩 然后 在 |d 一 上 
+1,-,d} ERA. 


如 果 OSA RNA CEt(g) 为 收缩 算 子 ;如 果 [ 全] < 
<d, REK CE (#$) 为 扩张 。 我们 称 CE (#$) 为 真实 的 收缩 算 
F ,如果 <2. I= |iie ig- J= ajh 
<hl Ail, ,| 的 两 个 子 集 ， BF CE,(#$) 定 义 了 在 了 收缩 然 
RAEI TRS FT: 
CE, (#) 1,2 VO" VG( a 428) ， 
G: 的 三 类 不 变量 为 

caESsym(V),8E A3CV) ,7EA4CV*). 

这 样 我 们 就 得 到 第 一 类 收缩 算 子 
Ay = CEo(a)1,0: Ver 一 Vet 2 |r| = 
B; = CE0(pB)J o: VO" + VO", | J| = 
Cx = CEo( 7) x.9: VO" > VO", | K| = 

和 第 二 类 收缩 算 子 . 
B = CE, (p): VO" > VCD, JS = Ati, Jz}, 
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[Ji] =2,|Jz|=1, 
Ck= CE\(y) x: VO" + VO") «| KK =] Ky, Ka}, 
| K,| =3,|K2|=1, 
以 及 第 三 类 收缩 算 子 
Ck= CE. (Y)g: V? — VO", K= |Ki, Kal, 
|K,|=2,|K,| =2. 
我 们 还 可 以 形式 地 定义 下 列 收缩 算 子 
47= CE la)n V> VO", T= 1h, ht. lal = 
2,| 了 | =2. 
但 是 这 个 算 子 实际 是 一 个 恒 等 算 子 ,我 们 不 把 它 放 在 收缩 算 子 
之 列 ， 
我 们 还 能 得 到 第 一 类 扩张 算 子 
By = CE; la) p: VEC > VO", | I| =2, 
Vi= CE Be: VO" D> VO", | | =3, 
Ok = CE47)ok:VGO 9+ VE", | K| =4, 
和 第 二 类 扩张 算 子 
Y, = CE2(B);: VOC“) > yO J = JJ 
lJ. | =1,|Jo| =2, 
Ok = CE (7 )g: VC D> VO", K = {Ki1, Kal, 
| Ki] =1,|K2|=3. 
我 们 在 下 面 图 表 中 列 出 所 有 定义 的 收缩 与 扩张 算 子 ， 
收缩 扩张 
A: VO b:C> Vv 
第 一 类 B:V®>C 更 :C 一 VE 
C: VC 0:C—> V 
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Bi: VC2- 了 Y; V> Ve 
C:V8+y 8: V>v® 
第 三 类 C: V> ye 
请 注意 我 们 定义 的 第 一 类 与 第 二 类 扩张 算 子 都 是 单一 的 映射 ， 
而 第 一 类 与 第 二 类 收缩 算 子 都 是 满 射 ,第 三 类 收缩 算 子 既 不 是 
单 的 又 不 是 满 的 ,我 们 将 在 9.2.4 中 算出 它 的 像 与 核 . 
现在 定义 G 的 交换 子 代数 为 
B= Home, (VO", VO") = 1$: V&n VO" |b(g-u) = 
g plv), Y vE VO", gE G}, 
其 中 g 在 V8* 上 的 作用 是 对 角 作 用 在 每 个 因子 上 . 
定理 ”交换 子 代数 8 EHS, 中 的 置换 以 及 收缩 算 子 和 扩 
KATER. 
证 明 这 里 的 证 明 与 [FH] 附 录 2 中 定理 17、19 的 证 明 十 
分 相似 . 我 们 用 Sym? 表示 定义 在 V 上 的 次 数 为 a 的 齐 次 多 项 
式 的 集合 ,也 就 是 Sym? =Sym?(V*). Bd = (di,…, 4d ), 其 
中 di,…,d 为 非 负 整数 ,我 们 用 
Sym* = Sym“1( V * )Q Syma ( V*) 
表示 定义 在 VO” = V-V 上 的 在 第 i 个 分 量 上 次 数 为 d， 


的 齐 次 多 项 式 的 集合 、 我 们 在 这 里 指出 ， 
Sym ( V®”)* = 中 Sym ， 
其 中 求 和 是 让 = (di cd) 遍历 所 有 满足 di + … + d,, =k 
的 非 负 整数 .为 了 证 明定 理 ,我 们 需要 了 解 Syt = (1,…， 
DIJA Gz 不 变量 ,也 就 是 (V*)3” 中 的 G2 REM. 运用 
Schwarz 定理 (9.2.2) ,我 们 可 以 看 出 这 些 不 变量 是 关于 a (xz 人， 
xD), Br, 2% OA 7 (工人 ,7 ee OO) NBM, 
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第 二 类 


也 就 是 下 列 乘积 的 线性 组 合 : 
al” 1072) Jone p eh FD) ,Xk +2) Et) ) 
yx FD poll +2) hl 3) gt tA)... 


其 中 o 是 关于 (1,…,m) 的 置换 ,每 个 ze 都 是 V PIR. BR 
上 述 乘 积 中 a,B 和 7 出现 的 次 数 应 该 满足 下 列 条 件 :2 倍 zx 出现 
的 次 数 ,3 È p 出 现 的 次 数 与 4 倍 7 出 现 的 次 数 的 总 和 为 m. 

我 们 需要 进一步 了 解 上 述 G 的 不 变量 在 下 面 的 自然 同 构 
之 下 所 对 应 的 元 素 ,这 个 同 构 是 

~ (VO) SV Q VO" = Hom ( VO", VO") = 

End( V©"). (9.2.3a) 
我 们 要 说 明 在 (V* )@2* 中 的 一 个 G; 不 变量 在 (9.2.3a ) 同 构 之 
下 对 应 于 下 列 映射 的 复合 :一 个 S, 中 的 置换 ,一 些 收 缩 算 子 ， 
一 些 扩张 算 子 再 加 上 另 一 个 S, 中 的 置换 . 为 了 简单 明了 地 说 
明 这 一 点 ,我们 利用 下 面 的 图 表 ,假设 =7, 而 且 在 对 前 面 7 个 
位 置 作 恰当 置换 o 和 对 后 面 7 个 位 置 作 恰当 置换 r 之 后 ,我 们 
所 研究 的 不 变量 是 B1,8,9* 72.3,4.0 Bs.11.12, °@6.7° al,4， 在 图 
表 中 它 可 以 表示 成 : 


o 1 o 2— o3 —o4 o o6 —o7 


| 
o 8—09 ol0 ol 一 ol 

其 中 那些 由 边 相 连 的 位 置 对 应 着 不 变量 ,8 或 y . 那么 
相应 的 同 态 是 r。 W fs<9| e Wis <12 ° Bici ° Al6<71。 
C“ja<3<4,iolsa 。 这 就 证 明了 定理 ， 

注 从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ,交换 子 代数 8 中 的 任意 一 个 
元 素 是 由 下 面 的 映射 复合 而 成 :第 一 是 - -个 置换 ,第 二 是 某 些 收 
缩 算 子 的 复合 ,第 三 是 某 些 扩张 算 子 的 复合 ,最 后 是 另 一 个 
BR. 


2 0o13— 0 14, 
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9.2.4 张 量 宕 的 分 解 与 Weyl 构造 设 (,) 为 V 上 的 标准 
Hermitian 形式 ,这 个 形式 可 以 延 拓 到 V@" 上 . 请 注意 这 个 形 
式 并 不 是 Gp 不 变 的 . 定义 这 个 Hermitian 形式 的 目的 在 于 在 
分 解 中 可 以 用 正 交 补 ， 

引 理 1 在 9.2.3 中 定义 的 收缩 算 子 中 ,我 们 可 以 得 到 下 列 
关系 式 : 

(i) KerB’ ;CKerB) . 

(i) KerC’,&KerC’xSKerC . 

Gii) KerB’ | y= KerC | y@Sym’* Vg ， 这 里 的 g 是 指 
伴随 表示 ， 

注 AWB: V@>+V 与 B: V3 一 C 定义 在 不 同 张 量 军 
上 ,所 以 引 理 上 提 到 KerB7SKerBj 应 该 理解 为 把 B' 当 作 
V2QV--VOV 的 映射 ,其 中 在 第 二 个 张 量 因 子 V 的 映射 为 
EFES). 

证 明 在 (i) 和 (让 给 出 的 关系 式 显然 可 以 由 定义 直接 得 出 ， 
我 们 只 需要 证 明 在 (i) 中 KerB’ |vy%& 实 Sym*VDg ME (iti) P 
KAR. 因为 8 是 和 3V 中 的 元 素 ,所 以 Sym V 包含 在 B HK 
ZH. 我 们 知道 VOV =S VOA V, MA VSV; 
HB’: VOV>V 是 G2 等 变 的 非 零 映射 ,这 是 因为 8 ÆG 不 
变量 . 因此 ,KerB =Sym Vg . 又 因为 7 EAV 中 元 素 , 所 
以 Syn’? V 包含 在 KerC 之 中 . 

剩 下 来 要 证 明 的 是 KerC” = SymV@o ,我 们 将 G2 在 V 
上 的 作用 限制 在 子 群 SU(3) 上 ,由 此 得 到 下 列 分 解 

V=WOWw' ae, 
XH we SUG PARRER, WB WH RRM, CH 
SU(3) 的 平凡 表示 。 现 在 固定 W 的 一 组 基 eiyez,es HCH 
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ABB RNA ef ,ezy ,ef 表示 在 克 "中 的 对 偶 基 . 那么 
G: 不 变量 8 可 以 写成 (参阅 [FHj] 第 359 页 ) 

3 

之 ejA 人 xzAe +2le Nees te 人 人 e Nez). 

设 U 为 任意 的 =” 维 线性 空间 ,并 设 U 上 定义 了 一 个 非 退 

化 的 二 次 型 ,那么 就 有 一 个 从 外 代数 人 (ULD) 到 自身 的 映射 * : 
人 (UDU) 一 和 (UD)( 称 为 星 映 射 ) 满 足下 列 关 系 式 : 

»:A*(U)>A™ *(U), and * ¥=(—-1)*" 是 
A*(U) 上 的 数 乘 映 射 . 
因为 8E A3V, 所 以 x*BE ATV. 又 因为 由 a 定义 的 在 V 上 的 
二 次 型 是 G 不 变 的 ,所 以 G 的 作用 与 星 映射 是 交换 的 . 因此 ， 
x BEEG 不 变量 ,我 们 得 到 Y= cl x B), 其 中 c 是 一 个 常数 . 
根据 [FH]359 页 8 可 以 写成 


3 


Xi eAuAe*+2(ei Nes Nester’ Ae” Aes"). 


t= 


1 
因此 ,7 是 一 个 常数 乘 以 
De: Ne," Ae Ae, * +2(erAesNesNutey* Mez” 


ry 
Ae Au) 
作为 SU(3) 的 模 , A? V 可 以 分 解 为 
A2WOAZ2W*OWAW*OWACUDW* ACu, 

其 中 A?27W 实 W* ,A?W* 实 W, 而 且 WA W* 可 以 再 进一步 分 
解 为 SU(3) 的 复 化 伴随 表示 与 平凡 表示 的 直 和 . 由 此 得 出 ,7 
是 包含 在 由 A?V 中 的 子 模 V 作 外 张 量 生成 的 在 和 4V 中 的 子 
空间 中 ,所 以 g 包含 在 KerC 之 中 . 

我 们 定义 Vi"1 为 所 有 三 类 收缩 算 子 的 核 的 交集 ,这 些 算 子 
是 从 V8" 到 VO- 中 的 映射 ,其 中 d=1,2,3,4. 

由 上 面 的 引 理 1 A Bl, KerBDKerB’ ,KerC>KerC’ ,而且 

141 


KerC’=KerB’ ,所 以 Vi"] 实 际 上 是 由 A,B’ 和 C'’ 生 成 的 收缩 算 
子 的 核 的 交集 . 我 们 定义 
vo=c,vill=v,vl2]=KerA()KerB’. 
当 n23 时, VÆ KerA,KerB’ 5 KerC AXE, HP A AB’ 
可 以 是 在 VY 任意 二 个 张 量 因 子 上 的 收缩 映射 . 
显然 地 , G; 与 S, 在 Vt"] 上 的 作用 将 VORAS. 
引 理 2 4 nat, KER V8" 可 以 分 解 为 
yer = y] 5 [CB VO") + W (VOD) 
+ Ox (VO) ]f, 
这 里 的 求 和 2) 是 让 1=|i<j},J=1i,j<kj 和 K=|i,j<k 
< /| 遍历 所 有 的 可 能 ,ij ,k,l 都 是 从 1 到 之 间 的 正 整数 . 
证 明 设 xESym2y 为 9.2.2 中 定义 的 Gs 不 变量 , 设 vw、 
w 为 V PAPAS, WA (a, vQw)=alv,w). 因而 得 到 


Ker( Ar) = Im(®,), (9.2.4a) 
同 理 可 证 
Ker(B’)=Im(W’) 和 Ker(C'k)=Im(0k) . 
(9.2.4) 


根据 已 证 的 引 理 1 结合 (9.2.4a) 与 (9.2.46) 中 的 公式 ,就 得 到 
了 引 理 2 的 分 解 . 

我 们 用 8 [1(V) 来 表示 和 XV) 与 V1" 的 交集 ,也 就 是 

Stal V)=Im(Q: Vivi), 

设 yi,p 为 G2 的 二 个 基本 权 , 也 就 是 说 ui 是 G 的 7 维 表示 
的 最 高 权 ,w2 是 G 伴随 表示 的 最 高 权 , 我 们 用 T o RRRA 
BLOWN ap, + Buz 的 不 可 约 表 示 . 特别 地 ,Poo=G,Po=V， 
To,1=8. 

命题 1 Sj(V) 是 非 零 的 当 且 仅 当 对 应 于 划分 A 的 
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Yoing 图 至 多 有 2 行 . 

证 明 ”我 们 只 需 证 明 在 n 实 3 时 人 3VQYVeG(" 3) 包含 在 定 
义 在 VB- 中 (qd=1,2,3) 上 的 扩张 算 子 像 的 并 集 之 中 .作为 
一 个 Gz 的 表示 , MVS ,0 办 VBC ,我 们 先 来 证 明 T 
VOU -3 包含 在 Paiol V3t* DD) 之 中 ,其 他 二 个 不 可 约 表示 
V 和 的 情形 相似 .因为 于 将 V 上 映 和 信人?*V 之 中 ,再 加 上 VE 
V 中 包含 了 不 可 约 表示 Ty0; 所 以 Yaca VOY) =Y (V) 
@VOOVS3G -3 包含 了 DOVE., 根据 引 理 2 我 们 得 出 
Sml(V)=0, 如 果 43>0. 

现在 设 和 =(a+p;,0)(a,p0) 为 7 的 一 个 不 超过 两 个 部 
分 的 划分 ,我 们 来 证 明 最 高 权 为 apy + bu 的 不 可 约 表示 的 最 
高 权 向 量 不 可 能 包含 在 任何 扩张 算 子 映 入 VO gèp. 这 
一 点 可 以 用 数学 归纳 法 来 完成 .我 们 用 归纳 法 证 明 如 果 一 个 权 
为 ap +t by. 的 权 向 量 包含 在 

p (V82) + wy (VOD) + Og (VOU) 
之 中 ,这 里 的 1= {i<j}, J= lij SkA K= {i <k P 
KI ijk, d 都 是 1 至 ”中 的 正 整数 ,那么 它 必 定 满足 条 件 at 
2d<n. MRAZ, BA at2b=n, WAT, 的 最 高 权 向 量 必定 
不 在 扩张 算 子 的 像 集 之 中 . 我 们 对 n FHAA. 当 2=1 时 ,这 
是 显然 的 ,我 们 假定 这 一 点 对 所 有 小 于 n 的 正 整数 都 成 立 , 要 
证 明 这 一 点 对 n 也 成 立 . 我 们 不 妨 设 WwW 为 包含 在 
Wj(VSG-D)) 中 的 一 个 Gs 的 不 可 约 表示 (车 WW 包含 在 
(VOC ae O’ (VO PATA FEE). AW 
W(VOO-)= eH (VIQVOC VHA YW (VZV 包含 在 
AAV 之 中 ,所 以 WARES 2) 之 中 .因此 , W 
必定 在 于 (VOT 之 中 ,这 里 的 a ,6 满足 a +b =n-2. 
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为 简明 起 见 ,我 们 记 权 ayy + ben Hla, b). W(VSVB 
BA 

(1,0),(-1,1),(1, -1),(-1,1),(2, -1),(-2,1) 
包含 在 Y (WO, o PHA TARRY RBM (a1, b) RT 
为 下 列 的 权 之 一 : 

(a°+1,6'),€a’-1,6’),(a’ +1,6'-1),(a’ -1,0 

+1),(a°+2,6' -1),(a’ -2,6'4+1). 
由 此 得 出 ay + 2b;Ra° +1+2b°=n-1. RUBS Taola 
+25b= nn) 的 最 高 权 向 量 必定 不 在 扩张 算 子 的 像 之 中 .这 就 完 
成 了 命题 的 证 明 ， 

设 .x 为 线性 空间 V@" 的 自 同 态 代数 中 由 全 部 是 5@…Gg 
(gE G2) 的 复 系数 线性 组 合生 成 的 子 代 数 . 

命题 2 必 限 制 在 Vi"1 上 所 得 到 的 代数 ol Vi" 是 与 所 有 
S, 中 置换 交换 的 交换 子 代 数 ， 

证 明 因为 Gs 是 单 的 李 群 ,所 以 代数 .wx 是 半 单 的 .在 上 
面 的 命题 1 中 我 们 已 经 证 明 改 的 交换 子 代 数 是 小 . VEAS, 
中 的 置换 .收缩 算 子 和 扩张 算 子 生成 .再 根据 半 单 代数 的 性 质 ， 
我 们 得 出 wf 也 一 定 是 由 的 交换 子 代数 

设 下 是 一 个 与 所 有 S, 中 的 置换 相交 换 的 Vi" 的 自 同 态 ， 
我 们 可 以 将 下 扩充 至 V@" 上 的 自 同 态 六 ,使 得 El Vi"1 = 天 ,而 
县 天 在 Vit"] 的 正 交 补 上 为 零 映 射 ， 这样 E ETS 中 元 素 
都 交换 的 自 同 态 , 也 就 得 出 瑟 在 几 之 中 ,所 以 下 在 Vin] 
ze. 

定理 1 BH A=(A1,A2) EP A= at b,A.=b(a,b 都 是 
非 负 整数 ) ,那么 S [1( VE C 的 不 可 约 表示 也, 也 就 是 最 高 
BO apy + bu 的 不 可 约 表 示 ， 

证 明 我们 从 命题 2 中 知道 w| VI" 是 关于 VO RRA 
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CS,] 互 为 交换 子 代 数 的 . 这 就 得 出 S [4](Y) 是 一 个 不 可 约 
的 | Vi 一 一 模 , 也 就 是 一 个 不 可 约 的 G, 的 表示 . 我 们 可 以 
用 下 面 的 方法 来 确定 S$ IM(V) 的 最 高 权 . G 的 不 可 约 表示 
T, OEE Swme(V)CSym2(g) 之 中 ,而 伴随 表示 8 又 是 人 “了 
中 的 子 表 示 , 所 以 ,一 定 包含 在 Schur BF G 的 像 之 中 ,再 
根据 命题 1, F, ,一 定 包 含 在 某 个 VI" 的 子 表示 Sri(V) 之 中 ， 
因此 这 两 个 不 可 约 表示 相等 ,Ti(VY) 的 最 高 权 为 auil + bu . 
定理 2 作为 GX S, 的 表示 , Vi" 有 如 下 分 解 
vels 1, (VI@OV,, 
这 里 的 求 和 是 让 4 遍历 不 超过 两 部 分 的 n 的 划分 ,也 就 是 所 有 
的 和 = (A, A.) RA A, A. S0, MAB A, tA, =n. 特别 地 
Sai VE Viv pay BSS ,不 可 约 表 示 V 的 维 数 . 
证 明 ”这 个 定理 可 从 命题 1 和 定理 1 加 上 关于 一 般 线性 群 
GL(V) 的 张 量 宕 分 解 公式 (9.1.1) 得 出 . 
例 下 面 是 当 n=2,3,4 时 VRS. 
vi? = 站 Po 
vB] = r3 (B25 
VI4 = To 中 3P 中 2T 2 
设 4 WMO n HAERE VO VO h hA 
有 扩张 算 子 Vidl]-~ VG" 的 像 生成 的 子 空间 ,为 清楚 起 见 我 们 可 
以 写成 
vi =D, deere Wp OK ( V4), 
其 中 求 和 是 遍 取 所 有 的 由 Oo, 和 GB' 生 成 的 扩张 算 子 的 复合 
使 得 VI4] 的 像 在 Vrp. 因为 这 些 扩张 算 子 都 是 单一 的 映 
射 , 所 以 Vt"14 同 构 于 许多 个 子 空间 Vtd 的 直 和 .这 就 得 出 
viel ,中 的 G; 的 不 可 约 表 示 与 Vil Gs 的 不 可 约 表示 相同 . 
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X d=n 时 ,显然 有 Vh = Vi pa vi”, 
定理 3 KER VG@" 可 以 分 解 为 下 列子 空间 的 直 和 
VOn — vev ieai , 

证 明 运用 引 理 2 再 对 n 作 归 纳 法 ,我 们 得 到 VERE 
Viua(d =0,…,n) 的 和 .我们 还 需 证 明 这 是 一 个 直 和 . 根据 
定理 2 当 i) 时 VI" 与 Vij"! 中 所 包含 的 G, 的 不 可 约 表示 互 不 
同 构 ,这 就 证 明了 YI 与 Vi"1 的 交集 为 10} ， 因 此 ,上 述 空间 的 
分 解 为 直 和 分 解 ， 

例 根据 我 们 前 面 的 定义 

vil=yM=c, 

Vila VaI=Y 。 
因此 ,我 们 可 以 得 到 

V22= VQVZ=V Ove, 
这 也 正 是 定理 3 中 所 得 到 的 结论 ， 


$9.3 ”忠实 的 基本 表示 


设 9 为 非 平凡 的 复 单 李 代数 . 设 9. 为 8 的 紧 实 型 . 设 G 
为 单 连通 的 紧 李 群 ,其 李 代数 为 9. ,9 的 不 可 约 有 限 维 表示 与 
G 的 不 可 约 表示 一 一 对 应 . 设立 是 G 的 非 平凡 的 维 数 最 小 的 
不 可 约 表示 ,我 们 要 问 :任意 一 个 G 的 不 可 约 表示 是 否 都 在 V 
ROSE Sak VO 中 出 现 ? 这 个 问题 的 答案 除了 在 G = 
Spin(n ) 时 对 于 其 他 单 的 李 群 都 是 肯定 的 .这样 我 们 就 可 以 在 
了 解 不 变量 理论 的 前 提 下 将 Weyl 构造 和 张 量 医 分 解 推 广 到 非 
典型 上 ,这 一 点 在 上 一 节 中 也 提 到 过 ， 
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更 一 般 地 来 说 , 设 4; 为 0 的 一 个 基本 权 , V(X;) 是 相应 的 基 
本 表示 ,我 们 可 以 提出 下 列 问题 :是 否 G 的 任何 一 个 不 可 约 表 
REVO ) 的 某 个 张 量 赛 V(4;)3* 中 作为 子 表示 出 现 ? 对 于 
这 个 问题 ,我 们 甚至 可 以 在 更 广 的 范围 里 问 ; 对 于 给 定 的 一 个 
G 的 不 可 约 表示 VER G 的 任何 不 可 约 表 示 都 在 V 的 某 个 
KER VO HHM? 我 们 将 在 下 面 说 明 这 个 问题 等 价 于 V 是 
GAG 的 忠实 表示 。 如 果 V 的 最 高 权 是 ,我 们 将 阐述 如 何 确 
定 V 是 否 为 忠实 表示 .特别 地 ,我 们 将 看 到 除了 G=Spin(4n) 
之 外 所 有 单 的 紧 李 群 G 都 有 不 可 约 的 忠实 表示 ，。 

在 $9.1 中 我 们 曾经 提 到 ,给 定 G 的 一 个 不 可 约 表示 V， 
由 所 有 张 量 寡 V8* 的 矩阵 系数 生成 G 上 全 体 连续 函数 C(G) 
中 的 一 个 子 代数 S . WR G 的 某 一 个 不 可 约 表示 W FEV 
的 任何 张 量 震中 出 现 ,那么 W 的 矩阵 系数 与 S 中 的 函数 是 正 
交 的 ,也 就 是 说 S 必须 是 C(G) 的 真子 代数 . HES 包含 了 常 
数 函 数 ,这 是 因为 和 人 amYVSG .又 因为 人 mV-DV 实 V* ,所 
WS HSS eh BSAA. HE Stone- Weierstrass 定理 ,S = 
C(LG) 当 且 仅 当 S 还 是 可 以 区 分 点 的 ,这 个 条 件 等 价 于 V 是 否 
AG 的 忠实 表示 . 因此, 我们 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 设 V 是 单 紧 李 群 G, 的 不 可 约 表示 ,G 的 任何 不 可 
约 表示 都 在 V 的 某 个 张 量 赛 V@x 中 出 现 的 充分 必要 条 件 是 V 
是 G 的 忠实 表示 .特别 地 ,如 果 G 是 单 紧 李 群 , V 是 忠实 的 当 
且 仅 当 G 的 中 心 2(G) 在 V 上 的 作用 是 忠实 的 . 

我 们 现在 对 每 个 单 连通 的 单 紧 李 群 G ,逐一 刻画 G 的 哪些 
不 可 约 表示 是 忠实 的 . RA, 为 G 的 第 i 个 基本 权 (x,, V(X,)) 
为 对 应 的 基本 表示 . 

A, 型 :Dynkin 图 为 
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(Ay) 1 2 -2 l-1 1 
对 应 的 紧 李 群 G = SU(7+1),G 的 中 心 
Z(G)=ļz| zt = =Z. 
我 们 可 以 算出 p;(z)= ,其 中 6 是 一 个 素 (! +1) 次 单位 根 . 因 
此 ,p; 是 忠实 的 当 生 仅 当 i F1+1 ER. 
RARA A= màt et mA, 的 不 可 约 表示 V(4) 是 忠实 
的 当 且 仅 当 


1 十 2.7122 十 … 十 221 


与 1+1 是 互 素 的 . 
Bi 型 :Dynkin 图 为 
oo 


对 应 的 紧 李 群 G= Spin(2/+1),G 的 中 心 
Z(G)= iz) z=1} 守 2,. 
我 们 可 以 得 出 p.(z)=1(i 志 1 一 1),pi(z)= 一 1 .因此 ,在 基本 
表示 中 只 有 半 旋 表示 or 是 忠实 的 . 
最 高 权 为 和 = mitet mA, 的 不 可 约 表 示 V(X4) 是 忠实 
的 当 且 仅 当 m EAR. 
C 型 :Dynkin 图 为 


(Cr) 1 2 l-2 l-i 1 


对 应 的 紧 李 群 G= Sp(27),G 的 中 心 
Z(G)= z| z2 =1| =% 
我 们 可 以 算出 po;(z) = (一 1)* . 因此 ,pi 是 忠实 的 当 且 仅 当 i 
是 奇数 . 
最 高 权 为 = màt t mm 的 不 可 约 表示 V(4) 是 忠实 
的 当 且 仅 当 
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1 my +2+mgt-+1+m, 
ARM, PREY ANY 
mit m3t + matstiet 
是 奇数 . 
D; 型 :Dynkin 图 为 
“一 1 
(Di) oo o 一 
1 2 1-3 1-2; 
相应 的 紧 李 群 G = Spin(27),G 的 中 心 
{z|z=1| 守 ZZ, 若 [=2k+1; 
2G) | eat mn wus on 。 
当 1=2k+1 为 奇数 时 ,p;(z)= (一 1)'(i 志 1 - 2), p-1 (2) = 
alz) =V 一 1, 这 时 只 有 二 个 基本 表示 oA pj 是 忠实 的 ， 
也 就 是 二 个 半 旋 表示 是 忠实 的 .最 高 权 为 4 = matt 
ma, 的 不 可 约 表示 V(A) 是 忠实 的 当 上 且 仅 当 m1 + m 是 奇数 . 
当 71=2k 为 偶数 时 ,oz)=pz)=( I GSL- 2), 
er-102) = alz =1,0)-1(2) = oy (2) = 一 1, 这 时 所 有 的 基本 
表示 都 不 是 忠实 的 ,而 且 G 的 任何 不 可 约 表 示 (o, V) 都 不 是 忠 
SEA. Be V 的 最 高 权 4= my Apter + my- 1d, + ma, AE p 
(22°) = 一 1 我们 必须 要 求 mj_1+ m 为 奇数 ,这 时 m- m 
之 中 必 有 一 个 偶数 , 若 m WAEWAE p(z“) = 1, 若 m HB 
数 则 有 po(z)=1 ， 所 以 o 不 可 能 是 忠实 表示 . 在 这 种 情况 上 ， 
G 还 是 有 忠实 表示 的 ,只 是 这 些 忠实 表示 不 是 不 可 约 的 ,例如 
两 个 半 旋 表示 的 直 和 0; -1 中 必 就 是 一 个 忠实 表示 ， 
E; 型 :Dynkin 图 为 
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(E6) | 


1 3 4 5 6 
我 们 用 G = Es 来 代表 相应 的 单 连通 紧 李 群 ,G 的 中 心 


Z(G)= {zl 2 =1] =% 
我 们 可 以 算出 
1, #1i=2,4; 
soje # i=1,6; 
e, #i=3,5. 
其 中 s 是 一 个 素 的 3 次 单位 根 . 所 以 ,忠实 的 基本 表示 是 p;(i 
=1,3,5,6). 
最 高 权 是 1 = mà t+ màs, 的 不 可 约 表示 VADER 
实 的 当 且 仅 当 my t+2m3+2ms5t+ m, 不 是 3 的 倍数 ， 
E; 型 ;Dynkin 图 为 


(E7) | 
1 3 4 5 6 7 

我 们 用 G = E, 代表 相应 的 单 连 通 的 紧 李 群 ,其 中 心 

Z(G) =i(2le2=1SZ>. 
可 以 算出 
1, #1=3,4,6,7; 
-1,# i=1,2,5. 
因此 ,基本 表示 中 ww(i=1,2,$) 是 忠实 的 。 最 高 权 为 人 = mà 
++ myd 的 不 可 约 表示 V(4) 是 忠实 的 当 且 仅 当 m1 + mot 

Eg 型 :Dynkin 图 为 
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pi(z) = 


(Eg) | 


1 3 4 5 6 7 8 
我 们 用 G = Es 代表 相应 的 单 连通 的 紧 李 群 。G 的 中 心 Z(G) 


是 平凡 的 , 因此,G 的 所 有 基本 表示 都 是 忠实 的 ,而 且 G 的 任 
何 表示 (可 约 与 不 可 约 ) 也 都 是 忠实 的 . 
F, 型 :Dynkin 图 为 


(F4) 1 2 3 4 


我 们 用 G = F, 来 代表 相应 的 单 连 通 紧 李 群 。G 的 中 心 是 非 平 
AA. 因此 ,G 的 所 有 基本 表示 都 是 忠实 的 ,而 且 G 的 任何 表 
示 ( 可 约 的 与 不 可 约 的 ) 也 都 是 忠实 的 ， 

G2 型 :Dynkin 图 为 

aa 
我 们 用 G= G 来 代表 相应 的 单 连通 紧 李 群 . G 的 中 心 是 平凡 
的 , 因此,G 的 所 有 基本 表示 都 是 忠实 的 ,而 且 G 的 任何 表示 
(可 约 的 与 不 可 约 的 ) 也 都 是 忠实 的 . 

注 上 面 的 逐一 检验 证 明了 单 连通 的 紧 单 李 群 都 有 忠实 表 
W. 一 个 非 单 的 单 连通 紧 李 群 是 一 些 单 连通 的 紧 单 李 群 与 环 面 
的 直 积 ,这 样 的 紧 李 群 一 定 有 忠实 表示 . 这 就 证 明了 一 般 的 紧 
李 群 有 忠实 表示 . 这样 我 们 在 $8,5 中 对 Peter- Weyl 定理 的 
证 明 就 全 部 完成 了 . 
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Ste ” 非 紧 李 群 的 结构 


$ 10.1 线性 既 约 群 与 Cartan 分 解 


一 个 线性 既 约 群 定 义 为 实 的 或 者 是 复 的 矩阵 群 的 闭 子 群 ， 
使 得 它 在 复 共 罗 和 转 置 变换 下 是 封闭 的 . 一 个 线性 半 单 群 是 中 
心 只 有 有 限 个 元 素 的 线性 既 约 群 . 

设 G 为 线性 既 约 群 ,因为 G EGL(2, Rk) Mm GL(n,C) 
ASR AU G 是 一 个 李 群 . 设 G 的 李 代 数 为 9, 那么 6 是 由 
实 矩 阵 或 复 矩 阵 组 成 的 李 代 数 ， 我 们 用 © Ra EH Be A 
共 轿 再 加 转 置 的 变换 。 OEG 的 一 个 自 同 构 , 而 且 它 满足 6*= 
1 . 我 们 把 这 个 自 同 构 @ RAG 的 Cartan 对 合 . 我 们 定义 

K={g€G|6(g)=g}. 
那么 KK EG 的 闭 子 群 ,我 们 将 要 看 到 EG 的 一 个 极 大 紧 至 
子 群 . 

G 的 自 同 构 @ 的 微分 9 EERE a 的 自 同 构 , 这 个 映射 是 
变 叶 、 复 共 轿 再 加 置换 。 设 尺 与 Pp 分别 为 g 的 关于 8 的 特征 值 
是 +1 和 -1 的 特征 子 空间 . 因为 2 =1, 所 以 我 们 有 下 面 的 
Cartan 分 解 

g= 中 . 
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显然 地 ,我 们 有 下 列 关系 

[R,RCR,[R,pCp,[p,pCR， 
aE, kE o 的 子 李 代数 ,实际 上 它 是 G 的 子 群 G HERR. 
下 面 的 定理 是 关于 G 的 Cartan 分 解 . 

定理 设 G 为 线性 既 约 群 ,@ NG 的 Cartan 对 合 . 那么 
K=G? 是 G 的 一 个 极 大 的 紧 致 子 群 . 设 0= 有 外 p HER g 
的 Cartan 分 解 。 那 么 下 面 的 映射 k Xp>G, 

(k,X) >kexp( X) 
是 一 个 微分 同 胚 ， 

我 们 不 在 这 里 给 出 定理 的 证 明 , 只 是 说 明 在 
G=GLOn ,及 ) 时 ,Cartan 分 解 为 什么 成 立 ，GL(n, 民 ) 的 Car- 
tan 分 解 实际 就 是 实 矩 阵 的 极 分 解 . 对 于 一 般 典 型 群 的 Cartan 
分 解 的 证 明 , 读 者 可 以 参阅 [Kj] 第 8 页. 

例 7 G=GL(n, R). G 中 任何 一 个 元 素 g 都 有 惟一 的 
分 解 g = o:p, 其 中 o 是 一 个 正 交 和 矩阵 ,而 p 则 是 一 个 正定 的 对 
PER. 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 只 需要 考虑 矩阵 q= gg ,这 是 
一 个 正定 对 称 和 矩阵 , 它 有 惟一 的 一 个 正定 矩阵 p=(eg) KE 
ERR. 令 o=g'p !, 那 么 

of =g:p lg p =g 'p A 
=glq'g) tg =1. 
因此 ,o LTE. 这 个 分 解 的 惟一 性 是 由 户 是 gg 惟一 的 
正 的 平方 根 所 保证 的 . 

所 有 正定 的 对 称 和 矩阵 是 由 所 有 对 称 矩 阵 构 成 的 线性 空间 
中 的 一 个 丁子 集 多。 因而 PATTER ,而 
且 GL(n ,了 OMB F O(n) Xx 多 . 多 中 所 有 的 元 素 并 不 构 
成 一 个 群 ,但 是 它们 都 是 p 中 元 素 在 指数 映射 下 得 到 的 . 

我 们 曾经 定义 半 单 李 代 数 g 为 单 李 代数 的 直 和 ,在 直 和 中 
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的 每 个 单 李 代 数 都 是 8 的 单 的 理想 . 
命题 设 G 为 线性 半 单 群 ,那么 其 李 代 数 9 是 半 单 李 代 
数 . 更 一 般 地 ,车 G 为 线性 既 约 群 ,那么 
g= Ze 中 89] 
是 理想 的 直 和 . 其 中 Z, 是 9 的 中 心 ,而 交换 子 16,9j 是 半 单 李 
RK. 
这 个 命题 的 证 明 , 读 者 可 以 在 [Kj] 中 第 8 页 上 找到 ， 


§10.2 其 他 的 分 解 


设 G 为 线性 半 单 群 ,K WG 的 由 Cartan 对 合 确 定 的 极 大 
BTR. BG 的 李 代 数 为 6, 其 Cartan 分 解 为 9= kr. Æg 
上 可 以 定义 一 个 正定 的 内 积 

(X, Y)=-Re.B(X,0Y), 
其 中 B 是 4 的 Killing 型 ,9 是 4 的 Cartan 对 合 , Ra 为 ?中 一 
个 极 大 的 交换 子 空间 .因为 ad(¥) 中 的 元 素 关于 上 述 内 积 都 是 
对 称 的 线性 变换 ,所 以 ad (a) 中 的 元 素 是 一 族 两 两 交换 的 8 上 
的 对 称 的 线性 变换 ,因而 可 以 同样 对 角 化 ， 对 于 a 上 的 任何 一 
个 线性 泛 函 4, 我们 定义 
={1XEoI[H,X]=A(H)X, VY HEa!. 
WE AAO, MA 9; 关 0, 我 们 称 这 样 的 4 为 8 的 一 个 约束 根 ,g 的 
子 空间 %, 称 为 约束 根子 空间 .我们 用 更 = B(g:a) 代 表 所 有 约 
束 根 组 成 的 集合 . 
命题 ”我们 有 下 列 约束 根子 空间 分 解 
0=0 旨 之 0 . 


Ace 
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约束 根 与 约束 根子 空间 还 满足 下 列 关系 式 : 
(i) [gy G.ISGr+ 13 
Gi) 6q,=9-,, MAGA ACH MA-aACO; 
Gii) FAAp, Wg, 5 g, 是 关于 内 积 《,) 正 交 的 ，; 
Civ) go =m, HA m= Z, (a) 是 a 在 k 中 的 中 心 化 子 ,这 
里 的 直 和 是 正 交 的 直 和 . 
证 了 明 M Jacobi 恒等式 中 可 以 得 出 
[H, [X X, ]]=[[H, X], Xa] + [X [H,X,]] 
=(A(H) + #(H))[X,,X,]. 
这 就 证 明了 (i). 因为 6 是 9 的 自 同 构 ,而 且 6 在 a 上 的 作用 是 
数 乘 一 1, 所 以 
-[H,0(X)]=[0(H),0(X)]=0(LH, XJ) 
=A(H)O6(X). 
RS SIL H,O(X,)] = -ACH)0(X,) , REHAT Gi). 因为 
((H,X,],X,) = -ReB({H, X,],6X,,) 
= - ReB(X,,[ - H,6X,]) 
= —ReB(X,,6(H,X,]) 
=(X,,(H,X,]), 
所 以 我 们 得 出 
ACH)(X,,X,) = #(H)(X,,X,) 
对 所 有 的 Hea 都 成 立 . Alt, BA AA BAX, X,) =0,% 
就 证 明了 (iii)。 要 证 明 (iv) 我 们 首先 由 (二 i) 得 出 go = do, A N do 
=(kN PNY). AWA alg, MA a Æp 中 一 个 极 大 交 
换 子 空间 ,所 以 .a= pg ,这 就 证 明了 Ng= Zr (a). 
我 们 可 以 在 约束 根 集 十 上 定义 一 个 序 , 正 像 我 们 在 $4.3 
中 对 根系 定义 一 个 序 一 样 、 设 $1 为 正 根 集 ,我 们 定义 
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n= 2 。 


ED 

显然 n 是 一 个 帘 零 李 代 数 , 这 一 点 可 以 由 上 面 命题 中 的 (ii) 
得 出 . 

2 ”我们 有 如 下 的 直 和 分 解 

g= kPa . 

证 明 根据 上 面 所 证 命题 中 (ii) 和 (iv) 的 关系 式 , 我 们 得 出 
k 中 非 零 元 素 或 者 在 m 上 投影 不 为 零 或 者 在 Do- ERRE 
RAS. 因此 ,作为 线性 空间 的 和 kk +a+n PHM. 这 个 直 和 
是 整个 g, 这 是 因为 我 们 可 以 把 o 中 任何 元 素 Y=H+ Xyt+ ds 
Xi( 其 中 HEa,XoEn, X,€q ) 写 成 以 下 的 形式 

Y=|Xo+ 2 (a+ OX a) + H+ | > (X= OX) 


这 样 Y 包含 在 kGdaGdn 之 中 . 这 就 证 明了 引 理 . 

定理 (lwasawa 分 解 ) 设 G 为 线性 半 单 群 . RA SND 
别 为 G 的 李 代 数 为 a 与 n 的 解析 子 群 . 那么 A 和 NN 都 是 G 的 
单 连 通 闭 子 群 ,而 且 下 面 的 乘法 映射 

KxAxXN—>G,(k,a,n) kan 
是 一 个 微分 同 胚 ， 

RIU G=SL(n,C)5 G=SL(n,R) AA, IER GW 
Iwasawa 分 解 。 关 于 这 两 个 群 的 Iwasawa 分 解 的 证 明 ,就 是 线性 
代数 中 的 Gram 一 Schmidt 正 交 化 方法 . 我们 先 假设 G = 
SL(n,C),G 中 每 一 个 元 素 g HAE v, ww 是 C 空间 的 一 
组 基 ,运用 Gram — Schmidt 正 交 化 方法 ,我 们 得 到 一 组 标准 正 
EH wi, …, uy, KX n 个 向 量 组 成 一 个 Hermitian 矩阵 
u€ SU (n). 因此,g 可 以 分 解 为 w 乘 以 一 个 上 三 负 和 矩阵 .对 
F G= SL(n, 民 ) 证 明 方法 相同 ,只 要 用 SO(n) 来 代替 SU(n). 

另外 还 有 G 的 两 个 分 解 :KAK 分 解 与 Bruhat 分 解 。KAK 
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分 解 是 指 G 中 任何 元 素 可 以 写成 icekz HP ky ke K,acA. 
在 这 个 分 解 中 ,a 除了 在 小 Weyl 群 W(n) 作 用 之 外 是 惟一 确定 
的 ,这 里 的 小 Weyl 群 的 定义 是 W(a) = Nk(a)/Zk(a). 我 们 现 
在 以 G= SLCn ,及 ) 为 例 来 说 明 KAK 分 解 的 存在 性 .我 们 先 
用 $10.1 中 的 极 分 解 将 矩阵 g BRIERE SEER HR 
积 g = OP ,然后 用 另 一 个 正 交 和 矩 阵 O 将 正定 矩阵 P 对 角 化， 
也 就 是 说 g =00,(0O;'!PO,)O;!, m OO, 与 OF 也 都 是 正 交 
矩阵 ,这 就 证 明了 SL(n ,iR ) 的 KAK 分 解 . Bruhat 分 解 是 指 G 
可 以 写成 子 群 MAN 的 双 陪 集 的 并 集 ,也 就 是 
G= ,MANwMAN, 


其 中 M = Zk(a),w 是 小 Weyl 群 中 元 素 w 在 Nk(a) 中 的 一 个 


REAK. 我 们 以 G- SLR) AA, MAN =d |" mile 


一 1 
正规 化 于 Nu a) ta 4 MER + 。 aeli ` ). 因此 ， 


WaLa RIE w= (1 HE W(a) 中 非 平凡 元 素 的 代 


表 元 .对 于 G 中 任何 一 个 元 素 g = ( °) ,如果 =0, 则 有 8 
在 MAN 之 中 ;如 果 co WA 
-1 — 
lO E UG 2 


在 MANwMAN 之 中 . 因此 ,G MAN 的 2 个 双 陪 集 之 并 ， 
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$10.3 实 单 李 代数 与 Riemann 型 对 称 空间 


在 这 一 节 中 我 们 列 出 全 部 的 实 单 李 代 数 . 有 两 类 不 同形 式 
的 实 单 李 代数 ,一 类 是 复 单 李 代数 作为 实 李 代数 来 看 , 另 一 类 是 
复 单 李 代 数 的 实 形式 . 第 一 类 实 单 李 代数 对 应 于 复 单 李 代数 ， 
它们 与 Dynkin 图 一 一 对 应 (参阅 $4.7). 我 们 现在 来 看 看 第 二 
类 实 单 李 代数 . 

给 定 一 个 定义 在 C 上 的 单 李 代 数 9, 它 的 实 形式 由 反 全 纯 的 
9 的 对 合 所 确定 的 ,g 的 实 形式 定义 为 这 样 的 对 合 的 不 动 点 的 集 
&. 两 个 不 同 的 对 合 在 Aut(g) PIER FO BREE EH 
分 别 所 确定 的 不 动 点 集 是 同 构 的 实 李 代数 。 这 个 事实 的 证 明 可 
以 在 [He] 定 理 6.1 中 找到 . 

每 个 复 单 李 代数 6 都 有 一 个 紧 实 型 9. . 因而 所 有 的 紧 实 型 
也 是 与 Dynkin 图 一 一 对 应 的 , 紧 实 型 所 对 应 的 群 是 紧 致 李 群 . 
9 还 有 许多 非 紧 的 实 形式 ,这 些 实 李 代数 所 对 应 的 李 群 都 是 非 
紧 的 李 群 . 我 们 现在 列 出 所 有 的 非 紧 的 实 形式 . 

A 型 : 设 g= si(n,C). 最 明显 的 实 形式 是 分 裂 实 形式 go 
=sl(n,)). sl(n,C ) 还 有 一 系列 的 实 形式 supl btan), 
其 定义 如 下 : 

sup, = {XE s+ EC) XL + Ip X7 = 91 « 
HX 是 关于 复 结构 X HG. 如 果 n 是 偶数 , 设 n=2m, 
sl(2m,C) 还 有 一 个 实 形式 su = sl(m, W). 以 上 这 些 是 
sl(n ,CC ) 的 全 部 互 不 同 构 的 实 形式 . 
BPD 8: g=s0(n,C). 6 有 一 系列 的 实 形式 sol(p, 
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q)(p+g=n), 其 定义 如 下 : 

so(p,qg)= {XEsI(p+q,R)| XIp.q + Ip XT =01- 
如 果 n ER n=2m,s0(2m,C ) 还 有 一 个 实 形式 

so* (2m) ={X€sl(m,6l)|X+X7=0}. 
这 里 的 X 是 关于 四 元 数 结构 X MH. 以 上 是 so(n ,SC ) 全 部 
互 不 同 构 的 实 形式 . 

C 型 : 设 g= sp(2n,C), 最 显然 的 是 分 裂 实 形式 sp (2n， 
遂 )，sp(2n ,GCG ) 还 有 一 系列 的 实 形式 sp(2p,2g)(p+g=n)， 
其 定义 为 

sp(2p,2q) ={X€sl(p+q, lhl) | XIp,q+ 1p X =0}. 
1 


LAY K BEF BCA X WIE, I). = 


pN! 
-1M4 
一 上 


以 上 是 sp(2n,C ) 的 所 有 互 不 同 构 实 形式 . 

已 型 :非典 型 的 复 单 李 代数 有 4 个 互 不 同 构 非 紧 的 实 形 
式 ,ez 有 3 个 互 不 同 构 非 紧 的 实 形式 ,es 有 2 个 互 不 同 构 的 非 紧 
实 形式 . 

下 型 : 复 单 李 代 数 f 有 2 个 互 不 同 构 的 实 形式 . 

G 型 : 复 单 李 代数 9, 只 有 1 个 互 不 同 构 的 实 形式 . 

定理 Ba So 为 同一 个 复 单 李 代数 的 两 个 不 同 的 实 形 
xk. 设 9; = k p: 和 Q = ky 分 别 为 01 与 02 的 Cartan 分 
fe. WR RE kA y= . 

读者 可 以 在 [He] 的 定理 6.2 中 找到 证 明 . 根据 这 个 定理 ， 
一 个 实 形式 o 完全 由 其 极 大 紧 子 代数 上 确定 .而 ko 则 是 Car- 
tan 对 合 的 不 动 点 集 . 如 果 一 个 实 李 代数 % 本 身 也 是 复 李 代 
数 ,那么 ko 就 是 go 的 紧 实 型 . 下面 我 们 列 出 所 有 的 (go, ko ,其 
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Ho, 为 复 单 李 代数 的 实 形式 ,而 且 g% 自身 并 不 是 复 李 代数 . 若 
go 为 非典 型 复 单 李 代 数 的 实 形式 ,我 们 用 括号 中 的 数值 表示 
dimpo — dim ko, 


Qo ko 
AI alln, R ) 80(7) 
All su* (2n) g0(2n) 
AIH sul p,q) s(u(p)+u(q)) 
BDI so( p,q) sol p) + 80(q) 
DIH 20* (2n) u(n) 
CI ap(27n, IR ) u(n) 
CII sp(2p,2q) ap(2p) + 8p(2q) 
EI e6(6) sp(4) 
EII e6(2) su(6) + $u(2) 
EIII eso( - 14) g0(10) + 80(2) 
EIV e6( — 26) 14 
EV e7( 一 7) ŝu(8) 
EVI e(-—5) 80(12) + 8u(2) 
EVII e7( — 25) es +80(2) 
EVI eg(8) 50(16) 
EIX es( — 24) e+ 3u(2) 
FI 和 (4) sp(3) +su(2) 
FH 和 (20) 30(9) 
G g2(2) gu(2) + su(2) 


非 紧 致 的 单 李 群 与 不 可 约 的 非 紧 致 Riemann 对 称 空间 有 

一 一 对 应 的 关系 . 设 o HERG 的 一 个 对 合 , 也 就 是 G 上 的 一 

个 自 同 构 满 足 oP? =1. RH EG 的 满足 G4CHS G? 的 一 个 

闭 子 群 . 那么 X= G/H 就 是 一 个 对 称 空间 . 设 G 的 李 代 数 为 
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4,0 的 微分 诱导 出 6 上 的 一 个 对 合 ,我 们 仍然 用 o 来 表示 这 个 
上 的 对 合 . 设 8= WBq 是 关于 o 的 特征 值 为 +1 与 -1 的 特征 
空间 分 解 。 这 里 的 vp 是 H 的 李 代 数 ,q WS X ERA CH ELM 
切 空 间 同 构 ， 显然 ， 

Lo,9]Cy,[y,q}Cq,[q,q]Cy. 

9 的 Killing 型 诱导 了 X 上 的 一 个 G 不 变 度量 . 我 们 称 对 称 空 
间 X 为 Riemann 型 的 ,如 果 这 个 G 不 变 度 量 是 正定 的 . 如 果 
G 是 紧 致 李 群 ,那么 所 有 的 对 称 空间 G/H 都 是 Riemann 型 的 . 
如 果 G 是 一 个 非 紧 致 的 半 单 李 群 ,我 们 取 o 为 Cartan 对 合 0， 
那么 G/K 是 一 个 非 紧 致 的 Riemann 型 对 称 空间 . 

假设 % 是 q 中 一 个 五 一 不 变 子 空间 ,那么 o = [9q1,91]+ql 
是 9 中 一 个 子 李 代数 ， 设 Gi 为 G 中 李 代 数 为 o 的 解析 子 群 ， 
并 设 H,=GiNH. WA X,=G,/H, RE X=G/H 中 的 一 
个 子 对 称 空间 . 我 们 把 Xi 称 为 X 的 不 变 子 对 称 空间 ,如果 9 
是 9 的 理想 . 一 个 对 称 空间 X 称 为 是 不 可 约 的 ,如 果 X 没有 非 
平凡 的 不 变 子 对 称 空间 . 

命题 (IF- 月 ) 对 称 空间 X= G/H 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 
X 是 一 维 的 ,或 者 0 是 单 李 代 数 ,或 者 6 是 二 个 同 构 的 单 理想 g 
的 直 和 g=9,Da,, MA o(X,Y)=(Y,X). 

我 们 把 一 维 的 对 称 空间 称 为 平凡 的 . 下 面 提 到 的 不 可 约 对 
称 空间 都 假定 为 非 平凡 的 . 我 们 称 X= GZ 为 典型 的 ,如 果 
G 是 典型 群 。 紧 致 的 与 非 紧 致 的 Riemann 型 对 称 空间 有 着 一 
一 对 应 的 关系 . 我 们 把 典型 的 Riemann 型 不 可 约 对 称 空间 列 
出 。 为 了 避免 不 同 的 覆盖 空间 给 出 不 同 的 对 称 空 间 带 来 的 麻 
烦 ,我 们 只 列 出 那些 有 相同 单 连 通 覆 盖 空 间 的 不 同 对 称 空间 中 
的 一 个 ， 
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紧 致 的 非 紧 致 的 


AXADA SU, X SU, /A SL, (C )/SU, 
BD x BDDBD SO, x SO,/A SO, (C )/SO,, 
CxCDC Sp, X Sp,/A Spr, (C )/Sp, 


ADAXA  SU,+,/S(U,X Uy) SUp.g/S(Uy X Uy) 
BD DBD BD SO,4,/SO,X SO, SO,,,/SO, x SO, 
CDCxC SPp+q/SPp* Spa SPp.q/SPp X Shy 


ADBD SU,,/SO, SL, OR )/SO, 
ADC SU2n/SPn SL, Q8 )/Sp, 
BDDA SO2,/U, SO3,/U,, 

CDA Spon/U, Span UR )/U, 


我 们 现在 解释 上 面 表格 中 所 用 的 符号 .4,B,C,D 自然 
是 指 其 中 的 典型 单 群 的 复 化 李 代数 所 对 应 的 Dynkin 图 的 类 型 . 
MURS = 及,G 1a ,那么 SL( nF ) 是 指 行列 式 为 1 的 矩阵 元 在 
PA n xn 矩阵 组 成 的 群 。SO,。, SU 和 Sps,。 是 保持 分 别 
定义 在 如 CANS 上 以 下 的 Hermitian 形式 不 变 的 矩阵 群 : 

[Zi +o + Zl- |Z 2d. 
复 正 交 群 O,(C ) 与 复 辛 群 Sp2,, (C ) 分 别 是 复 矩 阵 群 中 保持 对 应 
于 单位 矩阵 和 反对 称 矩阵 J = ( 9 1) RIA AE, 
Sion iB) Spon (GC ) 的 分 裂 实 形式 ,而 Sp, 是 Spo, (CHEX 
形 , 换 言 之 Sp, 是 Sp, (C ) 的 极 大 紧 子 群 。 最 后 ,我 们 指出 
0 L, 01, 

SOs, = ge Ue ale’; CJe=( a 

另外 还 有 17 个 紧 致 的 和 17 个 非 紧 致 的 非典 型 的 Riemann 
型 不 可 约 对 称 空间 .这 当中 的 5 个 紧 致 是 非典 型 的 紧 李 群 
GX GA ,5 个 非 紧 致 的 是 复 单 非典 型 李 群 模 去 其 紧 实 型 G,/G . 
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第 十 一 章 ， 非 紧 李 群 的 表示 


§11.1 表示 与 (8, KK ) 一 模 


设 G 是 一 个 李 群 . G 的 在 非 零 的 复 Hilbert 空间 V 上 的 
表示 是 一 个 从 G 到 VV 上 所 有 有 界 可 道 算 子 群 的 同 态 x ,使 得 
GX V>V,(g,v) >zlg)v 
是 一 个 连续 映射 
G 的 一 个 表示 (x,V) 称 为 西 表示 ,如 果 对 每 一 个 CEG, 
x(g) 都 是 西 算 子 ,也 就 是 x(g)x(g)*=x(g)*r(g)=I.G 
的 一 个 表示 (x,，V ) 称 为 不 可 约 的 ,如 果 它 只 有 10} 和 V 两 个 G 
不 变 子 空间 . 
Bit G 的 表示 (x，V) 与 (x ,VV ) 称 为 等 价 的 ,如 果 存 在 一 
个 有 界 可 逆 线 性 算 子 A:V->V ,使 得 
z (g)A=Ar(g) 
对 所 有 的 gE G 都 成 立 . 假设 x 和 “都 是 酉 表示 ,我 们 称 它们 
是 酉 等 价 的 ,如 果 它 们 是 等 价 的 ,而 且 定 义 它们 等 价 的 有 界 可 首 
线性 算 子 A 是 西 算 子 ,也 就 是 A*A= Iv,AA*= 了 Iy. 
命题 设 G 是 一 个 线性 半 单 李 群 . 那么 G 的 非 平凡 不 可 
约 西 表示 都 是 无 限 维 的 ， 
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证 明 我们 不 妨 设 G 是 单 李 群 , 亦 即 其 李 代 数 o 为 单 李 
代数 . 假设 G 有 一 个 维 的 不 可 约 本 表示 (r,V) ,而且 nF 
1, 那 么 , 群 同 态 x:G->SU(n) 的 微分 将 g 单一 地 映射 到 
SU(n). 这 样 SU(n ) 的 Killing 型 诱导 出 go 上 的 一 个 G RÆ 
而 且 是 负 定 的 二 次 型 ,因为 g 是 单 李 代数 , 它 的 G 不 变 二 次 型 
与 它 的 Kiling 至 多 相差 一 个 常数 倍 . 由 于 G 不 是 紧 的 ,% 的 
Killing 不 可 能 是 正定 或 负 定 的 ,这 就 得 出 了 一 个 矛盾 . 因此 ,G 
存在 有 限 维 非 平 凡 丁 表示 的 假设 不 能 成 立 ,命题 证 毕 ， 

从 现在 起 我 们 设 G 是 一 个 非 紧 的 线性 既 约 群 ,用 % 表示 
G 的 李 代数 ,9=gCosC 表示 p 的 复 化 . 研究 G 的 无 穷 维 表示 
首先 磁 到 的 问题 是 这 些 表示 都 是 一 族 一 族 的 接近 等 价 的 表示 。 
为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 先 以 最 简单 的 非 紧 李 群 SL(2, 遂 ) 为 例 . 
WA 是 一 个 复数 , 令 Di HEXER- 101 上 的 次 数 为 4 一 1 的 
齐 次 偶 函 数 所 组 成 的 空间 .那么 SL (2,12 ) 在 这 个 空间 D 的 作用 
是 (m(g)P)(z)= gz), 这 里 的 JEDgEG,zE 了 “一 
10}. 为 了 将 这 个 作用 具体 化 为 SL(2.R ) 的 表示 ,需要 确定 什 
么 样 的 函数 应 该 构成 我 们 所 考虑 的 Hilbert 空间 . 我 们 可 以 取 
局 部 平方 可 积 函 数 ,也 可 以 取 其 他 类 型 的 函数 ,例如 L2 空间 中 
的 函数 或 Sobolev 空间 中 的 函数 

显然 这 些 不 同 的 函数 空间 给 出 互 不 等 价 的 群 的 表示 ,但 是 
直觉 上 这 些 表示 又 都 是 “ 某 个 表示 ”的 不 同 的 解析 形式 . 

Harish — Chandra 找到 了 解决 这 个 问题 的 一 个 途径 . RA 
性 既 约 群 G 的 极 大 紧 子 群 为 K, 设 (x,V) 为 G 的 表示 ,Hilber 
空间 V 中 的 一 个 向 量 v 称 为 是 K 一 有 限 的 ,如 果 x(K)V 的 线 
性 组 合生 成 一 个 有 限 维 空间 . 4K EV 上 的 作用 都 是 西 算 子 
时 ,我 们 可 以 把 G 的 作用 限制 在 K 上 ,得 出 VV 的 下 列 分 解 : 
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r| > nT, 
K 
这 里 的 并 是 指 K 的 不 可 约 西 表示 的 等 价 类 ,n, 是 指 r 在 v 中 出 
现 的 重 数 ,n, 可 以 是 非 负 整数 或 者 是 + co . 我们 称 x 是 可 容许 
的 表示 ,如 果 x(K ) 的 作用 都 是 西 算 子 而 且 对 每 一 个 rEKK, 重 
Hn, REA RA. 

给 定 G 的 一 个 可 容许 的 表示 (x,V) ,我 们 用 Vy 表示 V 中 
所 有 K 一 有 限 的 向 量 构 成 的 子 空间 .这 个 子 空间 Vy 并 不 是 G 
的 表示 ,但 是 它 具 有 K 和 复 化 李 代 数 9 的 作用 ,这 两 个 作用 是 
相 容 的 ,也 就 是 

nk)x(X)x(k!)v=nlad(k)X)v,VREK,X€&qQ, 
v€ Vs. Harish - Chandra 证 明 了 任何 不 可 约 西 表示 都 是 可 容 
许 的 表示 . 

我 们 现在 定义 纯 代数 的 (g, KK ) 一 模 的 概念 ,这 是 一 个 线性 
空间 E Ag 和 的 相 容 的 作用 . 一 个 (g, K) E 称 为 是 
可 容许 的 ,如 果 作 为 的 表示 ,每 个 不 可 约 表示 因子 出 现 的 重 
数 都 是 有 限 的 .一 个 可 容许 的 (9, 开 ) 一 模 也 常常 称 为 Harish — 
Chandra 模 . 显然 地 ,如 果 V 是 G 的 一 个 可 容许 表示 ,那么 Vy 
是 一 个 Harish - Chandra 模 。 可 以 证 明 所 有 的 不 可 约 的 (9， 
K ) 一 模 都 是 可 容许 的 . 

RAK G 的 两 个 可 容许 表示 (nx,V) 与 (x ,VV ) 是 微 元 等 
价 的 ,如 果 它 们 相应 的 (9, KK ) 一 模 是 等 价 的 .从 微 元 等 价 并 不 
能 得 出 群 的 表示 是 等 价 的 . 但 是 ,可 以 证 明 两 个 酉 表示 若是 微 
元 等 价 的 ,那么 它们 也 一 定 是 酉 等 价 的 . 

Schur 引 理 ” 设 (x,V) 是 线性 既 约 群 G 的 一 个 不 可 约 表 示 ， 
设 Vj 是 V 中 KK 一 有 限 的 向 量 组 成 的 子 空间 ， 如果 A: Vp Vy 
是 一 个 与 x(g) 都 交换 的 线性 算 子 ,那么 A 一 定 是 数 乘 算 子 . 
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证 明 首先 算 子 A 与 (K) 交 换 , 我 们 可 以 通过 指数 映射 
得 出 A 与 x(K ) 交 换 ，, 因此 ,A 将 互 不 等 价 的 K 的 不 可 约 表示 
映射 到 自身 .因为 x 是 可 容许 的 表示 ,每 个 K 的 互 不 同 构 ,不 
可 约 表示 只 出 现 有 限 次 ,这 些 在 Vjy 中 互相 等 价 的 不 可 约 表示 
的 直 和 是 有 限 维 的 ,所 以 A 有 某 个 特征 值 X . 那么 线性 算 子 A 
一 2A1 与 x(9) 交 换 而 且 有 非 零 的 核 ,这 个 核 也 是 g 不 变 的 ， 又 因 
为 x 是 不 可 约 表示 ,所 以 A-A 一定 是 Vj 上 的 零 算 子 ,这 就 证 
明了 A 是 数 乘 算 子 . 


§11.2 SL(2,iR ) 的 不 可 约 (9, KK ) 一 模 


SL(2, 及 ) 是 最 简单 的 非 紧 李 群 ， 研究 线性 既 约 群 表示 的 
一 个 十 分 重要 的 方法 就 是 约 化 到 3 维 子 群 的 问题 ,这 些 3 维 子 
群 都 同 构 于 SL (2,.R )， 在 这 一 节 我 们 设 G= SL(2,12) HF 
ARK go = (2, R), BEERE g= si(2,C). G 的 极 大 紧 子 群 
K=s0(2). 正如 我 们 在 上 一 节 中 提 到 的 ,我 们 要 通过 了 和 解 不 可 
约 (6, 民 ) 一 模 的 结构 来 研究 SL(21R ) 的 不 可 约 可 容许 表示 . 
我 们 先 选 定 9 的 一 组 基 : 


H=-i(° 中 


-10 
oH) (2) mazo 
=H) 2) (08) 
这 组 基 满 足下 列 关 系 


[H,X]=2xX, [H,Y]=-2Y,[X,Y]=2H. 
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设 (x,V) 是 一 个 (9,K) 一 模 ,并 且 有 下 列 天 型 分 解 


V= BW, 
其 中 V, 是 KK 不 变 子 空间 ,使 得 对 任意 vE V, ke = 
cos — sind 
(oo cos@ JEK 者 有 

Ax(kg)v= ev . (11.25) 


如 果 vE V ,我 们 就 能 得 出 
a(H)v=nv,2(X)vE Vs2 AT(Y) VE V, 2. 
这 里 的 第 一 个 等 式 是 对 (11.25 ) 微 分 得 到 ,第 二 个 等 式 是 根据 
a(H)a(X)v =x(X)r(H)vt+ xr([H,X))v 
二 (n+2)x(X)v, 第 三 个 等 式 是 根据 
a(H)r(Y)v =n(Y)x(H)v+a({H, Y])v 
=(n-2)x(Y)v. 
我 们 考虑 在 通用 包 络 代 数 U(g) 中 的 一 个 元 素 
w=(H+1)+4YX=(H-1)?-4XY. 
利用 | 互 ,X,Y1 的 换 位 关系 不 难 验 证 
[LX,w]=[Y,w]j=[H,w]=0. 
换言之 ,w 是 U(g) 的 中 心 z(Q PKR. 因此 ,由 Schur 引 理 
得 出 w 在 任何 不 可 约 (g,K ) 一 模 的 作用 都 是 数 乘 算 子 。 我 们 选 
定 这 个 常数 的 一 个 平方 根 和 A . 设 v€ VBA x(w) =A*v,# 
且 r(H)v= nv. 再 根据 w 的 定义 就 能 得 出 


a(XY)v=4 22- (a -1})v, 


n(YX)o=4(A2=(n +1). (11.2c) 
引 理 ” 设 (r,V) 是 一 个 不 可 约 (9, 开 ) 一 模 . 设 vE V, 是 
一 个 非 零 向 量 . 
(Qi) 如 果 x(XX)v=0, 那 么 VV 是 由 wzm = CY) "v(m = 
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0,1,2,…) 线 性 生成 ;特别 地 , Via = 0. 

(ii 如果 x(Y)w=0, 那 么 V BR wm= 2 Y)"v(m = 
0,1,2,…) 线 性 生成 ;特别 地 V >=0 . 

(ii) WR x(XY)v=0, 那 么 x(Y)v=0， 

GVWR x(YX)v=0, 那 么 x(X)v=0. 

证 明 我 们 先 来 证 明 (i). Bw Bl wy, = zr(Y)”vw| 
m 一 0,1,2,…| 线 性 生成 的 空间 ， 那么 w 是 一 个 8 不 变 子 空 
间 , 这 是 因为 由 定义 它 首先 是 x(Y) 不 变 的 ;再 者 因为 w, -zw = 
aC Y)"v€ Vi -2m > ATLA 

m(H) Wy -2m = (2 -2m) ww, -2m; 
最 后 根据 假设 
x(X)w, =2(X)v=0E W, 

而 且 对 任意 m >0 根据 (11.2c) 

XX) ws -2m = (XY ) Wy 26m 1) =C We -2(m-1) © WE 
中 <c 是 一 个 常数 . 这 个 子 空 间 W 一 定 是 非 零 的 ,因为 wnEW . 
根据 V 是 不 可 约 的 ,我 们 得 出 V=W . 这 就 证 明了 (i) ,我们 
可 以 用 同样 的 方法 证 明 (ii). 

现在 设 x( YX)wv=0, 但 是 x(X)v= v0. 那么 vE 
Vam H x(Y)vi=x(YX)v=0。 利用 (ii) 我 们 得 出 
Va+3-2= V, =0, R5 天 0 的 假设 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 
(iii) ,我 们 可 以 用 相同 的 方法 证 明 (iv). 

命题 设 (x,V) 是 一 个 不 可 约 (g, KK) 一 模 , 选 定 x(w) 的 
一 个 平方 根 和 A ， 设 V, 关 0,v BV, 中 一 个 非 零 向 量 ,定义 


W, = V, 
2 
RE (nt dm #1) TX) Wat 2ms 
Wn + 2m +1) =  AA-—n-2m-1; 
0, GA=-n-2m-1, (11.2d) 
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 AMn-2m-1; 


HA =n-2m-1. 
设 上 式 定义 的 w 为 非 零 向 量 ,那么 


a(H)w,=jruys 


2 
A- Cn mT X) Cn 2m 
Wr -2(m+1) = 


(XJF A+ G +1) war, (11.2e) 


n(Y¥)w,=3(A~ (J 1) w,-26 
因此 ,所 有 非 零 的 w, 构成 V 的 一 组 基 . 

证 明 根据 定义 w, 或 者 是 x(X)320-" wo 乘 以 常数 或 者 是 
n(Y) 乘 以 常数 ,因此 w E V, .这 样 就 得 出 x(H)w， 
=j"w,. 

为 了 证 明 (Vw (A+ (j +1))w+1, 我 们 先 考 虑 j 之 
n 的 情形 ,这 时 可 以 把 j SM =n t+2m( m0), WR-AFn 
+2m +1, 那 么 这 个 等 式 就 是 (11.2d) 中 的 定义 ;如 果 一 A=n 
+2m 二 1, 那么 根据 (11.2c) 

(YX) ty tam = (22 = (n + 2m + 1)?) wn ram =0 . 


FA, h a | BRS (iv) RAB oe (X) wey ;2m =0, 所 以 上 述 等 
RE jen 的 情况 下 是 正确 的 .我们 再 考虑 j< na 的 情形 ,这 时 
7 可 以 写作 7}=n 一 2m 一 2 (m0), BA AAn-2m-1, BA 
根据 (11.,24 ) 的 定义 


TX) Wy -2m -2 


_ 2 

=alX al Y) ami) ZJ) Wa -2m 

_ 上 2 _， 1? 2 

=J (n-2m-—1) A Gn 2m = 1) Wn? 


169 


=F + (n -2m-1)) Wy-2m 


= Qt) wy 025 
BA A=n-2m—-1, BBA w,_2m-2=0, 上 述 等 式 总 是 成 立 的 . 
这 样 就 证 明了 等 式 x(X)w, =F (A+ G+ ws. 


另 一 个 等 式 x(Y)w, =(= (j 一 1))w,_2 可 以 用 相同 的 
方法 证 明 ， 

推论 ”在 上 面 命题 的 假设 下 ,对 任意 m20, RNA 

(i) Vt2Cm+1) =0 “HRX Vitam 70 或 者 4= 土 (n+ 
2m +1). 

(ii) Va-xXm+1)=0 MAM 4 Vi-wm =~OMBA=t(n- 
2m-1). 

证 明 我 们 先 来 证 明 (i). 不 妨 假 设 w, 4+2wz0, 否则 由 
(11.24) 中 的 定义 可 以 得 出 wiam 二 0 。 如果 44= 一 (n+ 
2m 二 1) ,那么 根据 (11.2d) wnim) =O. 如果) 天 一 (7 十 
2m+1), BA Wy +2(m +1) FE r(X)ron+2n 的 倍数 ,所 以 

fr(X)ron+2m=0 侈 r(YX)rzo+m=0 (根据 引 理 中 (iv)) 

(A? — (n +2m41)?) wy 2m =0 
(根据 (11.2c)) 
SA- (nt+2m+1)*=0. 
这 就 证 明了 (i). 我 们 可 以 用 相同 的 方法 证 明 (ii) . 

上 述 命题 与 推论 完全 刻画 了 不 可 约 (g,K ) 一 模 的 结构 .一 
个 不 可 约 的 (g,K) 一 模 (x,V) 由 x(w) 和 某 一 个 不 为 零 的 K 型 
V 完全 确定 . 我们 定义 V 的 极 小 KK 型 为 正 数 五 使 得 V, 关 0， 
而 且 |wj| 取 最 小 可 能 的 值 . 我 们 将 上 面 得 到 的 结果 按 极 小 K 
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型 重新 组 织 成 下 面 的 定理 . 

定理 设 (x,V) 是 不 可 约 (9,K) 一 模 ,其 最 小 KK BAe, 
x(w) 的 作用 为 (AEC ). 

lul =n >1, BBA r(w)=(n-1),1HA VK 型 为 
{e+ 2Sen( ) mlm =0,1,2…|， 特 别 地 , V AH pe 完全 
确定 .我 们 称 这 样 的 V 为 离散 列表 示 . 4 w>1 时 ,这 个 表示 
记 为 D+ ; 当 y<1 时 ,这 个 表示 记 为 D, 

(让) 设 ix1=1, 这 时 有 以 下 三 种 情形 : 

(i 一 a) 若 A=0, 那 么 V 的 K 型 是 jj +2sgn(p)m| m=0, 
1,2,…|. 这 样 的 V 被 称 为 极限 离散 列表 示 . 当 y=1 时 ,这 个 
表示 记 为 Di ; 当 y= 一 1, 这 个 表示 记 为 Di . 

(i 一 5) 若是 一 个 非 零 的 偶数 ,无 妨 设 和 *=2m(m >0)， 
那么 V WK 型 是 | 一 2m 一 1), 一 (2m 一 3),…, 一 1,1,*…， 
2m 一 3,2m 11。 这 时 V 是 一 个 2m 维 的 不 可 约 表示 . 

Gi- o) a TEBGA V 的 K 型 是 所 有 奇数 |…， 
-3, 一 1,1,3,…|。 我们 称 之 为 主 列 表示 , 记 为 Pi . 

GiB y=0, 这 时 有 两 种 情形 : 

Gii- a) 若 和 是 奇数 ,无 妨 设 和 =2m+1(m 之 0), 那 么 V 
的 K 型 为 | -2m, 一 21m 一 2),… ,一 2,0,2,…,2m —2,2m}. 
这 是 一 个 (2m +1) 维 的 不 可 约 表 示 .， 

Gi- bE A TERK, BA V 的 K 型 为 所 有 偶数 |…， 
一 2,0, +2,…|。 我 们 称 之 为 主 列 表示 , 记 为 Pi. 

证 有 明 ”我 们 先 考虑 | lan > 的 情形 . 不妨 设 yy >>1, 而 
H< 一 1 的 情况 可 以 作 同 样 的 处 理 . 固定 V 中 一 个 非 零 的 向 
Bov, HT n 是 极 小 K 型 ,所 以 ww -2=0, 因 而 x(Y)v=0. 根 
据 (11.2c)， 

xa(w) v=(n-1)vu+4r(XY)v= (n -1)*v 。 
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再 根据 (11.24 ) 我 们 得 出 
Wy -2=0, Wy tamA0(m=0,1,2,.%…). 
这 就 证 明了 (i). 
我 们 再 来 考虑 py = 土 1 的 情形 . 不 妨 设 y=1, 而 = 一 1 
的 情形 可 以 作 同 样 的 处 理 . 如 果 1 和 =0, 那 么 根据 (11.2d )， 
w-1=0, Wi 42m 70m =0,1,2, =). 
WR A =2m(m >0) EBM, ABA RE (11. 2d) C11. 2e ) AT 
得 出 
Wm+1 = W-2%m+1)=9, 
而 且 
W — (2m -1) 9 W—(2m—-3) 9°" s W -13W13 2 3 W2m-1 
都 不 为 零 . WRA 不 是 偶数 ,那么 根据 命题 we 0142m) 都 不 为 
零 . 这 就 证 明了 (ii) . 
最 后 让 我 们 来 考虑 y=0 的 情形 、 如 果 A=2m+1(m>0) 
是 奇数 ,那么 根据 (11.24) 和 (11.2e) 可 以 得 出 
w+(2m+2) 70, 
而 且 
W 2m -25970002 s Wm 
都 不 为 零 . 如 果 4 不 是 奇数 ,那么 根据 命题 所 有 wir, BRA 
零 . 这 就 证 明了 (这 ) . 
注 一 般 的 半 单 李 群 的 不 可 约 可 容许 表示 的 完全 分 类 由 
Langlands 得 到 并 证 明 [Lj]. 这 个 分 类 被 称 作 Langlands 分 类 . 
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第 十 二 章 ” 备 零 轨道 与 极 小 表示 


§12.1 FH 


设 G 为 半 单 李 群 ,其 李 代数 为 8 。 设 由 8 上 的 线性 泛 函 组 
成 的 对 偶 空 间 为 9 . 设 为 a9” 中 一 个 元 素 ,那么 经 过 SHH 
邢 伴 随 轨道 定义 为 

Gr= G+ f=G/G,, 
其 中 Gy 是 由 G 中 保持 了 不 变 的 元 素 组 成 的 迷 向 子 群 。 我 们 可 
以 用 Killing 型 确定 一 个 从 9 中 共 伴 随 轨 道 到 9 中 伴随 轨道 的 
一 一 对 应 . 这 里 的 伴随 轨道 自然 是 指 G 在 6 上 的 伴随 作用 所 
生成 的 轨道 ， 

本 章 中 我 们 只 考虑 复 单 李 群 G 的 寡 零 伴随 轨道 ,我 们 简称 
ARE, AEH 中 短 零 元 素 生 成 的 轨道 ， 短 零 元 素 是 指 
那些 满足 cd (z 六 =0(& 为 某 个 正 整数 ) 的 元 素 . 我 们 研究 典型 
群 的 寡 零 轨道 , 设 G 为 复 单 李 群 ,而 且 G 是 典型 群 ,那么 G 的 
笑 零 轨道 由 一 些 划分 确定 ; 

1) 设 与 G 对 应 的 Dynkin 图 为 A 类 ,例如 G= SL(n ,< )， 
RAH BES n 的 划分 一 一 对 应 ; 

2) 设 与 G 对 应 的 Dynkin AA BRD 型 ,例如 6G = 
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SO(n ,C) ,那么 其 容 零 轨道 与 那些 满足 条 件 偶数 部 分 重 数 都 
是 偶数 的 n 的 划分 一 一 对 应 ; 

3) 设 与 G 对 应 的 Dynkin 图 为 C 类 ,例如 G= Sp(2n,C )， 
那么 其 短 零 轨道 与 那些 满足 条 件 奇数 部 分 重 数 都 是 偶数 的 n 
的 划分 一 一 对 应 . 

注 1) s(n, 2) PRES IK HAA HK Jordan 标准 
型 惟一 确定 ,由 此 得 出 , sl (nm, C)P HREM n 的 划分 
确定 . 

2) 为 了 解释 其 他 情形 ,我们 要 引用 Jacobson - Morozov 定 
理 . 这 个 定理 指出 ,g 中 朝 零 轨道 与 Hom(s% (2,C ),g) MIM 
一 一 对 应 . 也 就 是 说 ,6 PREP 2 (2,C) Flo 的 同 态 等 价 
类 一 一 对 应 。 例如 ,根据 此 定理 si (2,C) 中 的 备 零 轨道 与 
1(2,C)KW n 维 表示 的 等 价 类 一 一 对 应 。 因 为 (2,C ) 的 有 限 
维 表示 是 完全 可 约 的 ,所 以 4(2,C ) 的 n 维 表示 一 定 是 一 些 不 可 约 
表示 的 直 和 .又 因为 (2, 仿 ) 的 有 限 维 不 可 约 表示 由 其 维 数 完全 
确定 ， 所 以 L,C n 维 表示 的 等 价 类 由 ”的 划分 完全 确定 . 
这 样 再 次 得 出 y(n ,C ) 的 寡 零 轨道 由 n 的 划分 来 确定 

3) 应 用 Jacobson 一 Morozov 定理 ,我 们 得 出 ol n,C ) AN FE 
SBI (2,0) n 维 表示 等 价 类 中 那些 保持 一 个 对 称 二 
次 型 的 一 一 对 应 . 这 个 附加 条 件 恰好 对 应 于 ”的 划分 中 偶数 
部 分 的 重 数 必 为 偶数 ， 

4) 同样 地 , Sp (2n ,C ) 中 寡 零 轨道 与 4 (2,G ) 的 2n BR 
示 等 价 类 中 那些 保持 一 个 反对 称 二 次 型 的 一 一 对 应 。 这 个 附加 
条 件 恰好 对 应 于 2n 的 划分 中 奇数 部 分 的 重 数 必 为 偶数 . 

我 们 接 下 来 讨论 的 许多 情形 都 是 典型 复 单 李 代数 so(n ic ) 和 
Spln, THREE. W e= +1,4(,), 为 定义 在 C" 上 的 一 
非 退 化 二 次 型 ,并 满足 以 下 条 件 : 当 =1 时 ,《,)。 是 对 称 的 ; 当 
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e 二 一 ] 时 ,《,)。 是 反对 称 的 . 我 们 定义 
G, = {|AEGL(n,C)|(Au, Av)e= u,v, Vu, vEC" |; 
ge = {X€gl(n,c)|(Xu,v), = <u, Xv); Vu, vec” |. 
也 就 是 说 , G 是 保持 (,〉。 的 等 距 子 群 ,gs EG, 的 李 代数 .我们 
用 P.(z) 表 示 满 足以 下 条 件 的 ”的 划分 的 集合 : 当 s=1 时 , 偶 
数 部 分 的 重 数 必 为 偶数 ; 当 e= -工时 ,奇数 部 分 的 重 数 必 为 偶 
数 ， 综 上 所 述 ,我 们 得 出 下 面 的 定理 
TH GC, 的 寡 零 轨道 与 P.(*) 中 元 素 一 一 对 应 . 
在 所 有 寡 零 轨道 中 ,有 一 类 在 表示 论 中 占据 着 特殊 的 地 位 ， 
设 B 为 G 的 解析 子 群 ,满足 其 子 李 代数 为 由 Cartan 子 代数 和 
所 有 正 根 子 空间 所 生成 。 这样 的 子 群 BEX Borel FH. 我 们 
要 特别 提 到 的 这 类 寡 零 轨道 正 是 包含 一 个 由 Bore FH B MIF 
SPINGEL. 这样 的 含有 BATRA RE 
道 称 为 是 球 型 罕 零 轨道 . 设 R(9) 为 寡 零 轨道 8 上 所 有 多 项 
式 函 数 生成 的 环 ,那么 球 型 寡 零 轨道 恰好 是 那些 尺 (9) 中 G 的 
表示 的 重 数 都 不 超过 1 的 轨道 . 
如 果 G 是 so(n,C), 那 么 G 的 球 型 寡 零 轨道 与 下 列 * 的 


划分 一 一 对 应 : (3,27 ,17 #3) (k = 0, 1, …, [ADRE 


[24,1774] =0,1; gD- 

WR G Æ Spln, c), MA G WRB RS HIBS rn 的 划 
4y[2*,12"-* (ek =0,1,°+-,2)—-— . 

在 所 有 非 零 的 寡 零 轨道 中 维 数 最 小 的 称 为 极 小 轨道 .每 个 
复 单 李 群 G 都 有 惟一 的 极 小 轨道 Bo . 设 8 为 4 的 最 高 根 ,Xs 
为 根子 空间 9g 中 的 一 个 非 零 向 量 ,那么 极 小 轨道 Bo= G- Xg. 
作为 G 的 表示 由 Bo 上 多项式 函数 组 成 的 环 R(O0) 同 构 于 

175 


VOP ,其 中 Y(np) 是 最 高 权 为 np 的 不 可 约 表示 。 因此 ， 
极 小 轨道 是 球 型 寡 零 轨道 。 对 于 典型 群 来 说 , 极 小 轨道 O, 对 
应 的 划分 为 [2* ,1* 2] ,其 中 
4a=1, 如 果 G 属于 A 或 C 类 ; 
a 二 2, 如 果 G 属于 B 或 DD 类 . 
命题 设 p 为 所 有 正 根 之 和 的 一 半 . WA, 
dim@y) =2(p,8). 
证 明 ”定义 g 中 子 代 数 
y= {XEgl[X,X;]=0}. 
那么 dimOo = dimg- dimgi. 设 9 的 根子 空间 分 解 为 
显然 地 ， 对 于 任意 一 个 正 根 a BEX EC. HEME 
LH,XB]=B(H)XB . 因此 ,9 包含 了 9 中 维 数 为 1 的 一 个 子 空 
间 . Re€O MA oF~P MBA X- ELÁN B-a 不 是 一 
个 根 . RBS, X- 当 且 仅 当 (a ,B) 关 0 . 因为 8 是 一 个 长 


根 ,这 个 条 件 等 价 于 (a,B) = 所 名 二 1 由 此 得 出 
dima, =dim 2) CX, + diny- 1+ 223.1 —(a,B)) 
=dimg-1- È (ap) +1 
=dimg- È (a,8). 
这 就 得 到 dim@o= X (a,f)=2p,8). 
下 面 的 图 表 列 出 每 个 复 单 李 代数 中 极 小 轨道 的 维 数 : 
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0 dimOo 
sl(n,C) 2(n-1) 
so(n,C) 2(n-3) 


sp(2n,C) 2n 
92 6 
fa 16 
&& 22 
e7 34 
eg 58 


注 知 零 轨道 对 于 研究 李 群 的 不 可 约 西 表示 的 分 类 十 分 重 
(LHLJ,[Ki],[Ko],[V4]). 


§12.2 极 小 表示 


设 9 为 复 单 李 代数 . 设 G 为 单 连通 的 李 代 数 为 g 的 复 李 
群 . 设 KK 为 G 的 极 大 紧 子 群 ,K 同 构 于 G 的 紧 实 型 . 我们 定义 
G 的 球 型 表示 为 具有 非 零 的 K 不 动向 量 的 表示 . 我 们 首先 描 
È G 的 不 可 约 球 型 表示 的 (4, K-M. 

设 U(g) 为 8 的 通用 包 络 代数 . 我 们 先 定义 U(g) 上 的 两 个 
RAMA. 我们 用 t 来 表示 g 的 Cartan 子 代 数 ,前 面 常常 用 到 
的 9 将 留 在 下 节 中 表示 共有 轨道 对 (0,9) 中 的 9 的 一 个 子 代 数 . 
定义 在 + 上 数 乘 - 1 的 映射 诱导 出 根系 的 一 个 自 同 构 , 因 此 存 
在 8 的 一 个 自 同 构 c ,使 得 oX = -X 对 所 有 XEt 都 成 立 . 我 
们 定义 
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X=-X，X=-aoX，VXE9. 
以 上 定义 的 g 上 的 两 个 反 自 同 构 都 可 以 惟一 地 扩充 为 ulh 
反 自 同 构 , 扩 充 的 定义 如 下 :对 任意 的 X1,…, X Eg, 

(Xp X )°=(-1)"X, Xi, 

OX ) = KX . 
设 为 9 的 复 化 . 我 们 用 j 来 表示 由 复 化 而 来 的 数 乘 -1 的 作 
用 ,用 ;表示 0 上 原 有 的 复 结构 . 这样 g 可 以 写成 两 个 理想 的 
HR g, =g' Xxg", 其 中 

g= F(X *jXIXEo], 

g® = | F(x jx) XE}. 
我 们 可 以 用 下 列 映射 确定 or 和 gr 与 6 的 园 构 : 

P(X) =X + jX), P(X) =F- K+ jX), X Eg. 
LHH X BH a KFRRARFRARMHM. 这样 就 有 ， 

U(ge EUG“ QU OZU WBU (4). 
极 大 紧 子 代数 & 的 复 化 kc 同 构 于 ,这 个 同 构 是 

g?(X)= gi (-'X) + g(x), XEg. 
BJ 为 U(e) 的 双边 理想 ,我 们 可 以 按 以 下 定义 得 到 一 个 
(gs .K)—# u(g)/J, 

(aXb)-(utJ) =a" .v0 +J,v€E UG). 
BX=—P(Y)=¢(-'Y) + PCV) k HERES HBA 

X*CutJ)=Yu-uY+J,u€ U(g). 
这 个 作用 是 K 的 作用 的 微分 . 这 就 得 出 1+J 是 一 个 非 零 的 天 
不 变 向 量 ,也 就 是 说 U(g) 是 一 个 球 型 (9 K). 如果 J 
又 是 极 大 理想 ,那么 U(g)J 则 是 一 个 不 可 约 球 型 
(Qo, K ) 一 模 .因此 ,存在 一 个 U(g) 中 双边 极 大 理想 到 不 可 约 球 
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型 (gc , 开 ) 一 模 的 一 一 对 应 . 
BJ 为 JU 人 9) 的 双边 理想 . REJ 的 特征 簇 如 下 : 设 
U, (9) 为 不 超过 8 的 ”个 元 素 相 乘 所 得 元 素 生 成 的 U(g) 的 子 
空间 .那么 Vg) RMA-TEA RE 
S = UaU EUSE, 
而 且 满足 U,(g)* U,(g)S Ups (9). 根据 Poincare — Birkhoff 一 
Witt 定理 ,其 相应 的 分 次 代数 与 SC) AA. REM S(g) 是 9 
的 多 项 式 代数 . 上 述 过 滤 同 时 诱导 了 双边 理想 J 上 的 一 个 分 次 
结构 ,其 相应 的 分 次 理想 er] 是 U(g) 的 双边 理想 .J BREA 
定义 为 
\X€q* |f(x)=0,YfEgr!. 
下 面 的 命题 是 由 Joseph [J2j 证 明 的 ， 
命题 ”如果 复 单 李 代数 0 不 与 si(n,S ) 同 构 ,那么 ul Qa 
一 个 惟一 的 极 大 双边 理想 Jo, EIS Jo IERD BoU 101. 
注 1) 这 个 双边 理想 Jo 称 为 Joseph BM. 
2) WR gsl (n, C) RITET UARA wu(g9) 的 极 大 双边 理 
想 Jo HEB Jo 的 特征 化 为 OU [0]. 但 是 ,这 个 Jo 不 是 惟一 
的 .为 方便 起 见 ,我 们 也 同样 地 为 si(n,C ) 定 义 惟一 的 一 个 Jo . 
这 个 Jo 是 这 样 定义 的 ,首先 我 们 固定 SL(n ,及 ) 的 一 个 不 可 约 
BRA V ,这 个 表示 是 从 其 子 群 GL(n 一 1,IR ) 的 平凡 表示 诱导 
出 的 . 令 
Jo=AnnV = |u E U(g)|u-V=0}. 
可 以 证 明 这 个 Jo 是 满足 上 述 条 件 的 V(9) 的 极 大 双边 理想 . 
下 面 的 结果 是 由 了 .Garfinkle [Gal 证 明 的 ， 
命题 我 们 定义 Van U(8)/Jo . 这 是 一 个 G 的 表示 的 
(q,K)—# ,把 它 限 制 在 K 上 得 到 
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Res V min = Öv np). 
我 们 称 这 个 表示 为 复 单 李 群 G 的 极 小 表示 ， 
定理 G 的 极 小 表示 是 本 表示 . 
这 个 定理 的 证 明 可 以 在 [H2] 中 找到 . 


§12.3 共有 轨道 与 对 偶 对 的 对 应 


设 G 为 单 连通 的 复 单 李 群 , 设 互 为 G 的 单子 群 .我们 分 
别 用 9 和 9 表示 G WH 的 李 代数 ，Brylinski 和 Kostant 找 出 了 
所 有 的 (G , 互 ) 对 ,使 得 G 和 互 具有 共同 的 伴随 轨道 . 所 谓 G 
与 所 具有 共同 的 轨道 ,是 指 存在 着 G 的 轨道 B MH 的 轨道 8”， 
而 且 @ 中 包含 了 一 个 日 HAE’ ,这 个 万 的 轨道 89 是 8 HH 
等 变 覆 盖 ， Brylinski 和 Kostant 证 明了 如 果 G 5 H 具有 共同 
轨道 ,那么 G 的 极 小 轨道 Be 一 定 是 其 中 的 共有 轨道 。 下 面 的 
定理 列 出 了 所 有 复 单 李 代数 对 (6,9) ,使 得 9 的 极 小 轨道 是 共有 
轨道 ,这 个 结果 是 Brylinski 和 Kostont 证 明 的 [BK]. 

定理 ”下面 的 图 表 列 出 了 所 有 的 复 单 李 代 数 对 (g,yb) ,使 得 
它们 具有 共有 轨道 对 (Bo,9i). 其 中 O Bg 中 的 极 小 寡 零 共 
伴随 轨道 ,9 Æ g” PH RSI GMA, RIE 9 一 4 HK 
人 诱导 出 的 转 矩 映射 % 一 入 限制 在 9u 包含 的 某 个 互 轨 道 @" 
的 开 子 集 上 ,我 们 就 得 到 了 00 的 通用 覆盖 ,而且 还 有 9 
一 模 分 解 9= XPV ， 
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9 0 V m,(@,) 


(1) so(7) G2 gI 1 
(2) so(2n+2) so(2n +1) 您 如 + Za 
(3) sl (2a) sp(2n) C” se Z 
(4) Es Fy c% Z3 
(5) G2 (3) C? APC? Z3 
(6) so(2n +1) so(2n) qn £2 
(7) Fy so(9) qs Za 
(8) Fa so(8) CDCIDCS ZXZ: 
(9) so(8) G2 C 中 C S; 


设 (9,9) 为 一 个 上 述 定 理 中 拥有 共有 轨道 的 一 对 李 代数 . 
设 (G , 互 ) 为 相应 的 复 单 李 群 我们 将 G 的 极 小 表示 Van 限制 
在 五 xri(@li) 上 ,就 得 到 如 下 分 解 . 

定理 [H2] Res$x n (0), Vmin = < 中 iA VOF, . 
这 里 xi(@i)^ 表 示 O, 基本 群 的 不 可 约 表示 的 等 价 类 , F, 是 相 
应 于 cE ri(@) 的 表示 空间 ,而 V, 是 相应 的 互 的 不 可 约 丁 
表示 . 

欲 知 上 述 定理 的 证 明 , 请 参阅 [H2]. 

注 “ 典 型 群 中 对 偶 对 的 对 应 始 于 Howe 的 工作 [Ho ]. 这 
是 研究 不 可 约 西 表示 的 又 一 重要 工具 [Li]. 这 个 对 应 被 推广 到 
各 种 各 样 的 非典 型 群 ,请 参阅 [HPS]. 
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